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1 Einleitung

1.1 Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurden Erweiterungen fiir einen mit der Finiten-Ele-
mente-Methode arbeitenden Navier-Stokes-Loser geschrieben, um die Physik verdiinnter
Gase simulieren zu kénnen. Es wurden im wesentlichen zwei Effekte — die thermische
Transpiration nach Maxwell und der Temperatursprung nach Smoluchowski — imple-
mentiert. Nachdem erfolgreich Testfélle anderer Autoren nachgerechnet wurden, wurde
versucht die Drehmomente, die auf die Fliigel einer Lichtmiihle wirken, zu simulieren.
Die Ergebnisse wurden mit experimentellen Daten verglichen. Dabei ergaben sich zum
Teil gute qualitative Ubereinstimmungen mit bestimmten gemessenen Proportionalitéiten
aber auch deutliche Unterschiede in den genauen Zahlenwerten.

1.2 Was ist thermische Transpiration?

Thermische Transpiration ist ein durch einen Temperaturgradienten hervorgerufener
Gasfluss in Richtung der héheren Temperatur. Er tritt aber nur in stark verdiinnten
Gasen auf. Diese Eigenschaft von Gasen wird durch die in Gleichung 1.1 definierte
Knudsenzahl Kn charakterisiert. d ist dabei eine ,charakteristische“ Abmessung des
Systems — in einem langen Rohr wére das der Durchmesser — und A die mittlere freie
Wegléange der Gasteilchen.

Kn = 3 (1.1)

In diesem Sinn bedeutet ,verdiinnt“ also geringe Dichte und damit eine grofle mittlere
freie Wegléange A\ oder das Stromen um oder in sehr kleinen Geometrien. Bei groflen
Kn, das heifit nahe 1, kann die thermische Transpiration zu einem dominierenden Effekt
werden, auch wenn sie sonst kaum eine Rolle spielt. So kann in Kaniilen mit Durchmessern
in der Groflenordnung von pm eine Druckdifferenz von mehreren 1000 Pa erreicht werden
auch wenn das Gas eine gew6hnliche Dichte hat. Ein anderes Beispiel sind Lichtmiihlen.
Bei den grofien mittleren freien Weglédngen, wie sie in den Kammern von Lichtmiihlen
vorkommen, werden eben diese durch thermische Transpiration nur mit Tageslicht zur
Bewegung gebracht.

1.3 Bedeutung des thermischen Transpirationseffekts

Das heutige Interesse am Verhalten von Fluiden bei hohen Knudsenzahlen wird vor
allem durch die Fortschritte in der Miniaturisierung erklart. Miniaturisierte Gerate, die



1 Einleitung

mechanische und elektrische Effekte kombinieren — engl. ,,microelectromechanical systems*
(MEMS), sollen in Zukunft fiir eine Fiille von Anwendungen niitzlich sein. Vorstellbar sind
zunichst viele Moglichkeiten, wie mit MEMS die Messungen von Effekten in Mikro- und
Nanostrukuren verbessert werden. So kdnnten in Zukunft ganze Versuchsaufbauten auf
Mikrochips passen, die Dank der Massenfertigungskapazitéten der Halbleiterindustie sogar
relativ giinstig sein konnten. Grofles Potential wird auch in der Medizintechnik gesehen.
Mit MEMS koénnten Koérperfunktionen iiberwacht, unterstiitzt oder ersetzt werden. Das
Verstandnis von Effekten bei hohen Kn-Werten ist auch wichtig, selbst wenn man sie
nicht bewust ausnutzen will. So stoflen zum Beispiel Festplatten heute in Grofienskalen
vor, bei denen Wissen iiber diese Effekte nétig ist.

Mit thermischer Transpiration im Speziellen werden sogenannte Knudsenpumpen
gebaut. Durch Anlegen eines Temperaturgradienten werden Druckdifferenzen erzeugt.
Da Knudsenpumpen ohne bewegliche mechanische Teile auskommen, erwartet man sehr
gute Miniaturisierungsmoglichkeiten. Des Weiteren benotigen sie keine Schmierstoffe
oder Arbeitsgase und versprechen daher, das zu verdiinnende oder zu verdichtende Gas
nicht zu verunreinigen. Auf Grund ihrer geringen Gréflen konnen leicht mehrere in Reihe
geschaltet werden um grofle Druckgradienten zu erreichen.

1.4 Geschichte des thermischen Transpirationseffekts und der
Lichtmiihlen

Die Lichtmiihle besteht aus einem Rotor, der sich in einem Glaskolben befindet, der mit
Luft sehr geringer Dichte beziehungsweise Druck gefiillt ist. Abbildung 1.1 zeigt eine
handelsiibliche Lichtmiihle. Die vier senkrecht stehenden, am Rotor befestigten Fliigel
sind je auf einer Seite silbrig glinzend und auf der anderen schwarz; meist ist das Schwarz
einfach eine Schicht Ruf3. Wenn die Lichtmiihle beleuchtet wird, dreht sich der Rotor
wobei die silbrigen Seiten in Drehrichtung zeigen.

Die Lichtmiihle wurde um 1870 von William Crookes — daher auch der alternative
Name ,,Crookes Radiometer® — zum ersten mal ausfiihrlicher wissenschaftlich untersucht.
Urspriinglich wurden sie zur Messung von Lichtintensitdt verwendet. Es kursieren bis
heute viele falsche Erklarungen zur Funktionsweise der Lichtmiihle, obwohl schon bis
Ende der 70er Jahre des 19. Jahrhunderts praktisch alle falschen Erklarungen widerlegt
wurden. Crookes selbst versuchte die Bewegung der Fliigel zunéchst mit Lichtimpuls zu
erkldren. Das ist offensichtlich falsch, da sich die Fliigel dann mit den schwarzen Seiten
voran bewegen miissten, was nicht der Fall ist. Wenn man perfekte Absorption von Licht
auf den schwarzen Seiten und perfekte Reflexion auf den silbrigen Seiten annimmt, muss
die silbrige Seite den doppelten Impuls der schwarzen Seite bekommen und somit miissen
sich die schwarzen Seiten voran bewegen.

Eine weitere falsche Erklarung lautet: Das Gas nahe der schwarzen Seite hat eine héhere
Temperatur als das auf der silbrigen. Da der Molekiilimpuls mit der Temperatur wéchst,
treffen die Luftmolekiile mit hoherem Impuls auf die schwarze Seite als auf die silbrige.
Es gibt dann einen netto Impuls, der die Fliigel mit den silbrigen Seiten voran bewegt.
Der Fehler in dieser Erklarung ist die Tatsache, dass die hohere Temperatur auch zu einer



1 Einleitung

Abbildung 1.1: Eine Lichtmiihle. Das Foto stammt von Wikipedia.

niedrigeren Dichte auf der schwarzen Seite fithrt, weil der Druck auf Grund der offenen
Geometrie auf beiden Fliigelseiten gleich ist. Somit haben die Teilchen auf der schwarzen
Seite zwar einen hoheren Impuls aber es sind auch weniger. Genaue Rechnungen zeigen,
dass sich diese beiden Effekte gerade wegheben und es kein netto Impulsiibertrag auf den
Fliigel gibt.

Auch dass die Bewegung durch Ausdampfen von Gasen aus den Fliigeloberflachen
verursacht wird, ist falsch.

1878 und 1879 erschienen Artikel von Osborne Reynolds und James Clerk Maxwell
[1], die die Bewegung der Lichtmiihle mit einem ganz neuen Effekt, der thermischen
Transpiration, erklaren. Diese Idee stammt von Reynolds: er war der erste, der mit
Uberlegungen zur kinetischen Gastheorie auf die Existenz der thermischen Transpiration
schloss und auch den Begriff pragte. Maxwells Arbeiten waren deutlich ausfiihrlicher und
besser begriindet. Von ihm stammen die Geschwindigkeitsrandbedingungen, die direkt in
hydrodynamische Gleichungen eingesetzt werden kénnen und dort fiir ein Gleiten des
Gases auf der Wand in Richtung eines Temperaturgradienten sorgen.

Um 1910 wurden ausfiihrliche Experimente von Knudsen zur Untersuchung der thermi-
schen Transpiration durchgefiihrt. Er verwendete unter anderem durch porése Materialien
(Meerschaum) verbundene Kammern. Wurde eine Kammer erwérmt, kam es zu einem Gas-
fluss durch den Meerschaum in die wirmere Kammer. Er erwéhnte auch die Moglichkeit,
mit diesem Effekt Pumpen ohne mechanische Teile zu bauen.

In den zwanziger Jahren gab es weitere Artikel zur Natur der Lichtmiihlenkrafte —
unter anderem von Albert Einstein und Paul Epstein. In den dreifliger Jahren erschienen
Lehrbiicher tiber kinetische Gastheorie von Loeb und Kennard [2], die die damaligen
Erkenntnisse zu Effekten in verdiinnten Gasen und der Kréfte in Lichtmiihlen in je einem
eigenen Kapitel zusammenfassten. Das Resiimee war, dass verschiedene Effekte bei der
Bewegung der Lichtmiihle eine Rolle spielen und die thermische Transpiration in jedem
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Fall einen wichtigen Teil beitragt.



2 Theorie

2.1 Hydrodynamik bei hohen Knudsenzahlen

Hohe Knudusenzalen Kn = % bedeuten, dass die mittlere freie Wegldnge A grof} ist im Ver-
gleich zu einer charakteristischen Systemgrdéfie d. In Rohrstromungen wird typischerweise
der Durchmesser des Rohres, bei Stromung durch Quader dessen Hohe als d definiert.
Bei offeneren Geometrien gibt es keine eindeutigen Regeln zu Bestimmung von d in
der Literatur. Fiir die Hydrodynamik bei hohen Kn-Werten miissen eigene Modelle und
Theorien entwickelt werden, da etablierte Theorien wie die Navier-Stokes-Gleichungen,
dort falsche Ergebnissen liefern.

Wenn A gro8 ist im Vergleich zu d dann wechselwirken die Molekiile vor allem mit den
Wanden und deutlich seltener mit sich selbst als bei kleinen Kn-Werten. Dadurch ist klar,
dass Rand- beziehungsweise Oberflicheneffekte eine vorherrschende Rollen spielen und
deren moglichst genaue Modellierung sehr wichtig ist. Eine weitere Konsequenz aus grofien
mittleren freien Wegléngen ist die Nicht-Giiltigkeit eines lokalen thermodynamischen
Gleichgewichts.

Viele thermodynamische beziehungsweise hydrodynamische Gleichungen sind unter
der Annahme hergeleitet worden, dass sich das zu beschreibende System im thermodyna-
mischen Gleichgewicht befindet oder in einer sehr kleinen Abweichung davon. Im Fall
einer Abweichung vom thermodynamischen Gleichgewicht, soll zumindest ein lokales
gelten. Das heif3t, dass sich das Fluid, auch wenn makroskopische thermodynamische
Variablen wie Druck oder Temperatur sich global im System unterscheiden, in einem
gewissen ,kleinen“ Untervolumen in der durch die dortigen Werte der thermodynamischen
Variablen bestimmten Gleichgewichtsverteilung befindet. In anderen Worten bedeutet
das, dass sich die Molekiile durch die Maxwell-Boltzmann-Verteilung beschreiben lassen.

Wenn A grof} ist, befinden sich auch in einem kleinen Volumen des Fluids Molekiile, die
weitgehend ungestort von Gebieten mit unterschiedlichen thermodynamischen Gréfien
gekommen sind. Somit gibt es kein lokales Gleichgewicht und eine wichtige Voraussetzung
fiir viele thermo- beziehungsweise hydrodynamische Modelle, wie zum Beispiel die Navier-
Stokes-Gleichungen, sind nicht mehr giiltig.

2.1.1 Hydrodynamische Regime

Es gibt zwei verschiedene Herangehensweisen um Modelle fiir Systeme mit hohen Knud-
senzahlen zu erzeugen: Entweder versucht man Kontinuumsgleichungen anzupassen
beziehungsweise neue zu finden und mit entsprechenden Randbedingungen auszustatten
und sie somit in Ubereinstimmung mit der Physik bei groSien Kn-Werte zu bringen,
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Name Kn Ubliche Modelle

Klassisches Kontinu- | Kn < 0.001 Navier-Stokes-Gleichungen
ums-Regime

Slip-Regime 0.001 < Kn < 0.1 | N-S-Gl. mit angepassten Randbe-

dingungen z.B. Slip
Ubergangsregime 0.1 < Kn <10 Mogliche Kandidaten u.a.: DSMC,
Burnett-Gl, Lattice-Boltzmann
Freier Molekiilfluss | 10 < Kn Mechanische Teilchenmodelle

Tabelle 2.1: Liste hydrodynamischer Regime mit moglichen Modellen zu darin stattfindenden
physikalischen Vorgidngen

oder man geht von mechanischen Modellen aus und versucht diese mit entsprechenden
Naherungen fiir immer groflere Teilchenzahlen praktikabel zu machen.

In Tabelle 2.1 wird eine typische Ubersicht der Giiltigkeit beziehungsweise Praktikabi-
litdt von physikalischen Modellen bei bestimmten Kn gezeigt, wie sie es zum Beispiel in
[3] gibt. Man nennt diese Einteilungen auch hydrodynamische Regime. Tabelle 2.1 ist
nur als eine sehr grobe Einteilung zu verstehen, die auf bisher gemachten Erfahrungen
mit Simulationen und Experimenten beruht. Im Prinzip ist fir jeden Effekt und jede
Geometrie eine eigene Untersuchung von passenden Modellen bei verschiedenen Kn-
Werten notig.

Eine Moglichkeit zur Herleitung von Kontinuumsgleichung, die besser fiir hohe Knud-
senzahlen geeignet sind, ist die Chapman-Enskog-Methode, die eine Reihe von ndherungs-
weisen Losungen der Boltzmann-Gleichungen erzeugt. In Kapitel 2.3.5 wird darauf néher
eingegangen.

Ein Beispiel fiir ein mechanisches Teilchenmodell, das auch noch die relativ groflen
Teilchenzahlen des Ubergangsregimes auf aktuellen Rechnern handhaben kann, ist die
,Direct Simulated Monte Carlo“-Methode (DSMC). In dieser Methode werden nur Wand-
Teilchen-Wechselwirkungen deterministisch berechnet. Stofle zwischen Teilchen werden
dagegen stochastisch modelliert, in dem allen Teilchen in einem diskretisierten Volu-
menteil AV nach einem Zeitschritt At neue Geschwindigkeiten v; zugewiesen werden.
Die neue Geschwindigkeitsverteilung entspricht den im Gittervolumen AV herrschenden
makroskopischen Zustandvariablen. Welches Teilchen welche der neuen v; bekommt,
wird mit einem Zufallsgenerator bestimmt. Auflerdem steht ein simuliertes Teilchen fiir
mehrere echte Molekiile.

Eine wiederum andere Methode hat den Namen Lattice-Boltzmann. Mit diesem Sche-
ma wird die (linearisierte) Boltzmann-Gleichung direkt numerisch gelost, anstatt erst
Naherungsgleichungen zu Entwickeln um diese numerisch zu losen.

In dieser Diplomarbeit wurden die normalen Navier-Stokes-Gleichungen und Warme-
leitgleichung benutzt und mit Maxwells Thermischen-Transpirationsrandbeding-ung und
Smoluchowskis Temperatursprungrandbedingung erweitert. Obwohl dieses Modell in der
Literatur nur fiir Kn Zahlen bis zur Gréflenordnung 0.1 empfohlen wird, wurde in dieser
Arbeit versucht, physikalische Vorgédnge im Bereich Kn = 1 zu simulieren.

10
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2.1.2 Weitere Effekte bei hohen Knudsenzahlen

Es gibt eine Vielzahl von weiteren Effekten, die bei kleinen Kn fast keine, bei groflien Kn
dagegen eine wichtige Rolle spielen. Einige sind bis jetzt nur theoretisch vorhergesagt
worden und sehr schwer in Experimenten nachzuweisen beziehungsweise von einander zu
unterscheiden. Ein Beispiel wéare der ,,thermal stress slip flow*, der sich theoretisch aus
einer Entwicklung der Boltzmann-Gleichungen bis zur 2. Ordnung ergibt und fiir eine
Korrektur der Slip-Geschwindigkeit abhéngig von einem Temepraturgradient senkrecht
zur Wand sorgt. Somit kann dieser Effekt fiir Gasbewegungen sorgen auch falls auf
der Wand eine gleichférmige Temperatur herrscht und keine thermische Transpiration
stattfindet.

2.2 Phanomenologische Ableitung der Navier-Stokes-
Gleichungen

Man kann die Navier-Stokes-Gleichungen als Verallgemeinerung der Newtonschen Me-
chanik von Punktmassen m; auf eine kontinuierliche Dichteverteilung p(r) unter der
Beriicksichtigung der Erhaltungssétze fiir Masse, Energie und Impuls sehen. Entsprechend
besteht die Navier-Stokes-Gleichung aus drei Teilen, die jeweils Massen-, Energie- und
Impulserhaltung ausdriicken. Die folgende Herleitung der Impulserhaltungsgleichung
basiert auf [1].

Gleichung 2.1 ist die Bewegungsgleichung entsprechend dem zweiten Newtonschen
Gesetz fiir ein kleines Fluidelement mit dem Volumen dV und der Geschwindigkeit w(r,t)

und der Masse m. :
Wird die Zeitableitung in Gleichung 2.1 ausgefiihrt und m mit p(r,¢)dV und die gesamte

auf u wirkende Kraft Fyes durch (Feye + G)dV ersetzt, ergibt sich Gleichung 2.2.

ot

Feyt ist eine duflere Kraft pro Volumen und G eine durch innere Reibung und statischen
Druck hervorgerufene Kraft pro Volumen.

Zur Herleitung von G wird ein Fluid-Wiirfel mit Kanten parallel zu den kartesischen
Achsen angenommen, auf dessen Seiten die von den Nachbarwiirfeln verursachten Krifte
pro Fliche T; wirken. Die Vorzeichen der T; hangen von der gewahlten Konvention fiir
die Richtung der Flachennormalen ab. Auf die beiden Seiten senkrecht zu x; wirkt dann
Ausdruck 2.3.

p <8 + uV> u=F,+G (2.2)

oT;
T, — <T + ’dxi) i€ {1,2,3} (2.3)
Gxi
Somit ergibt die gesamte, von allen Seiten aus auf den Fluid-Wiirfel wirkende Kraft pro

Volumen G Gleichung 2.4.

oTy 0Ty 8T3) av (2.4)

GdV = - (8:::1 + (‘9372 * 6:133

11
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Werden die Komponenten der Vektoren T; wie in Gleichung 2.7 benannt, kann man
die Komponenten von G wie in Gleichung 2.8 ausdriicken.

T = (S1,1,51,2,51,3) (2.5)
T, = (52,1, 522, 523) (2.6)
T = (S53,1,53,2,533) (2.7)
3.08;
G; = —jz_:l Tx;] abgekiirzt als G = —VS (2.8)

Nimmt man an, dass das betrachtete Fluid isotrop ist, muss S; 1 = Sy2 = S33 = P
gelten. P ist dabei gerade der hydrostatische Druck. Man kann S;; formal, wie in
Gleichung 2.9, in diagonale und nicht-diagonale Elemente aufspalten.

Sij=208;P+5]; (2.9)

Die Matrix S’ hat offensichtlich die Spur 0. Wenn das betrachtet Fluid im Volumen dV/
kein inneren Drehimpuls hat, folgt dass S und damit S’ symmetrische Matrizen sind.
Diese Annahme macht Sinn, denn das Volumen dV soll ja beliebig klein sein.

An dieser Stelle wird der Zusammenhang zwischen wirkenden Scherkréiften und De-
formationsgeschwindigkeiten des Fluids als empirische Tatsache eingefiihrt. Eine auf
den Fluidwiirfel parallel zu einer Koordinate wirkende Scherspannung s streckt ihn mit
der Winkelgeschwindigkeit % in ein Parallelepiped. Es gilt s = u%. w ist dabei die
dynamische Viskositat und ¢ der Winkel, um den der Wiirfel in einen Parallelepiped
gekippt wurde. Wenn die angreifende Scherspannung 5571 ist, dann ergibt sich diese wie
in Gleichung 2.10 beziehungsweise eine beliebige Komponente von S’ wie in Gleichung

2.11.
/ de doo ) <8U2 ouy )
= —pu(l— 42 ) =—p(=—=+=+ 2.1
52’1 'u( de dt a 8.%'1 + 8902 ( O)
ou;  Ou;
l=— . J 2.11
Su] K (ax] + 8$Z> ( )

Die Definition von S’ Gleichung 2.11 ist noch unvollstindig, weil sie im Gegensatz zur
Konstruktion von S’ in Gleichung 2.9 nicht die Eigenschaft Sp S’ = 0 hat. S’ muss noch
um einen Term erweitert werden, damit die Spur wieder 0 ist. Somit ergibt sich S’ zu
Gleichung 2.12 und damit die vollstdndige Matrix S wie in Gleichung 2.13.

Ou;  Ouy 2
! _ (2 Il 5. .2
Sij=—n <033j + 3%‘) 61733,uVu (2.12)
8’11,2‘ au]‘ 2
Si a <8a:j 8@) 62”3# Ut i (2.13)

12
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Jetzt ist Gleichung 2.2 vollstédndig bestimmt und wird zu Gleichung 2.14. Darin gilt
Foyt = paext mit einer externen Beschleunigung acyy, weil Fuyy eine externe Kraft pro
Volumen ist.

P (aatu + uVu) = VS + F. (2.14)

2.3 Herleitung von Transporterscheinungen aus der
statistischen Physik

Wenn ein System nicht im thermodynamischen Gleichgewicht ist beziehungsweise die
Verteilungsfunktion f nicht die Maxwell-Verteilung ist, wird das System durch den Trans-
port von Energie, Masse oder Impuls ins Gleichgewicht kommen. In diesem Abschnitt
wird genauer auf die von Nicht-Gleichgewichtszustdnden hervorgerufenen Transporter-
scheinungen eingegangen. Es wird gezeigt, dass die Boltzmann-Gleichung, welche die
zeitliche Entwicklung eines Systems — und damit dessen Weg ins Gleichgewicht — auf eine
sehr allgemeine Art beschreiben, durch eine Reihenentwicklung angenéhert werden kann.
Diese Entwicklung nennt man Chapman-Enskog-Methode und findet nach Potenzen der
mittleren freien Weglénge statt. Die thermische Transpiration in der mathematischen
Formulierung wie sie in dieser Diplomarbeit implementiert wurde, ist ein Transport-
phanomen erster Ordnung. Die Herleitungen in diesem Kapitel orientieren sich an der
Darstellung in [4].

2.3.1 Die Boltzmann-Gleichung

Es ist eine der wesentlichen Erkenntnisse der statistischen Mechanik, dass sich alle thermo-
dynamischen Groen eines Systems aus der Kenntnis einer Verteilungsfunktion f(r,v,t)
herleiten lassen. f gibt an, wie viele Teilchen sich in einem bestimmten Zustand (r,v,t)
befinden, so dass die gesamte Zahl der Teilchen IV im System zu einem Zeitpunkt ¢1 gerade
JZ f(r,v,t1) dVd3v ist. Es ist also nicht nétig die exakten Orte und Geschwindigkeiten
aller Teilchen zu kennen, sondern es geniigt zu wissen wieviele Teilchen sich in einem be-
stimmten Orts- Geschwindgkeitszustand befinden. Weil f eine Wahrscheinlichkeitsdichte
ist, kann man den Erwartungswert einer makroskopischen Gréfie A mit Gleichung 2.15
bestimmen.
[Afd3v
(A) = W (2.15)
Die Boltzmann-Gleichung 2.16 beschreibt, wie sich die Verteilungsfunktion f zeitlich
entwickelt. Die in Gleichung 2.16 angegebene Form gilt fiir ein System mit einer Sorte
Teilchen. mt ist die Masse dieser Teilchensorte, F' eine duflere Kraft pro Teilchen. Der
Kollisionsterm I.o; enthélt die Beschreibung der Teilchenwechselwirkungen.

0
(875 + oV + WI;FVD> f(’l", ’U,t) = Con(f) (2.16)
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Die Boltzmann-Gleichung ist fiir die meisten sinnvollen Kollisionsterme I eine
schwer zu handhabende Intero-Differenzialgleichung und wird daher selten zur Losung
realistischer Probleme genutzt. Das sieht man, wenn man I fiir ein einfaches ideales
Gas angibt. Dazu sollen folgende Néherungen gelten:

o Es gibt nur Zweierstofle, das heifit es wirken nie 3 Teilchen gleichzeitig miteinander.
o Winde werden vernachlassigt.
e Der Einfluss einer dufleren Kraft F' auf die Teilchenstofle werden vernachlassigt.

o Geschwindigkeit und Ort eines Teilchens sind unkorreliert: es gilt molekulares Chaos.
Dadurch kann man die Zahl der Teilchenpaare, die in einem Volumenelement dV
liegen und deren Geschwindigkeiten v; und vy in den Volumenelementen des Ge-
schwindigkeitsraums d3v; und d3vs liegen, als f(r,v1,t) dVd3vy - f(r, vo,t) AV d3vs
schreiben.

Dieser auf Boltzmann selbst zuriickgehende Ansatz fithrt auf den Kollisionsterm in
Gleichung 2.17. o ist darin der differenzielle Wirkungsquerschnitt fiir den Zweierstof3, der
(v1,v2) zu (v}, v}) macht.

Lot = / / (02) [or — va| (F(r, 0}, £) (vl t) — F(r, w1, ) f(r,09,8)) dPuad2 (2.17)

Die Verteilungsfunktion im Gleichgewicht (Maxwell-Verteilung)

Die Losung der Boltzmann-Gleichung fiir t — oo ist die Gleichgewichtsverteilung fj. Sie
wird Maxwell-Verteilung genannt. Da die Verteilungsfunktion fiir ein abgeschlossenen
System im thermodynamischen Gleichgewicht weder vom Ort noch von der Zeit abhédngen
kann, vereinfacht sich die Boltzmann-Gleichung auf Gleichung 2.18. Und da ein Integral
fiir ein Integrationsintervall ungleich 0 nur 0 sein kann, wenn der Integrand 0 ist, gilt
die noch einfachere Gleichung 2.19. Bei dieser Vereinfachung wurde vorausgesetzt, dass
o > 0 gilt, was fiir reale Teilchen offensichtlich zutrifft.

0= [[ o) lon = vl (F@)f(08) ~ (1) (02) ded2 (2.18)

fw1)f(vy) = f(v1)f(v2) =0 (2.19)

Nimmt man den Logarithmus von 2.19 erhélt man Gleichung 2.20. Darin sieht man,
dass sich In fjy gleich verhélt wie die Erhaltungsgréfien vor und nach dem Stof (vq,ve) —
(v}, v}), denn die Erhaltungsgrofien x verhalten sich bei einem Stofl wie x(v1) + x(v2) —

x(v1) + x(vy).

In fo(’vl) + In fQ('UQ) =In f()(Ull) + In fo(vé) (2.20)

Wenn die Erhaltungsgrofien beziehungsweise Stoflinvarianten und In fy sich bei einem
Stof3 gleich verhalten und beide nur von der Geschwindigkeit v abhéngen, muss es
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eine lineare Funktion geben, die die beiden verkniipft. Somit héngt In fo durch eine
Linearkombination von v (Impulserhaltung), v? (Energieerhaltung) und einer Konstante,
die wir einfach In C' (Massenerhaltung) nennen, ab. Ein solcher Ansatz fir In fy ist

In fo(v) = —A(v —v9)? +InC <= fo(v) = Cle=Alv—v0)?, (2.21)

Man kann die Konstanten aus Gleichung 2.21 bestimmen, indem man mit Gleichung
2.15 makroskopische Groflen berechnet, deren Wert man fiir den Gleichgewichtszustand
kennt. So weil man, dass u = (v) = 0 im Gleichgewicht gilt. Daraus ergibt sich, dass
vy = 0 sein muss. Weitere Integrale, die man 16st, wéiren das zur Bestimmung von
der Teilchendichte n, das N/V ergeben muss, und das zur Bestimmung der mittleren
Energie pro Teilchen e. Sind so alle Konstanten bestimmt, ist die Verteilungsfunktion des
Gleichgewichts — also die Maxwell-Verteilung

N [/ mr 3 muv?
folv) = v <2711<:T> exp <2k3T> . (2.22)

2.3.2 Transporterscheinungen

Auf dem Weg ins thermodynamische Gleichgewicht werden in einem Fluid so lange Masse,
Impuls und Energie iiber Stofe ausgetauscht, bis alle makroskopischen Gréflen iiberall
gleich sind. Die mittlere freie Weglidnge A, also der Weg, den ein Teilchen durchschnittlich
zwischen zwei Stofen zuriicklegt, beziehungsweise die mittlere Stofizeit 7, also die Zeit,
die durchschnittlich zwischen zwei Stéfen vergeht, bestimmen die Geschwindigkeit mit
der ein lokales Ungleichgewicht ausgeglichen wird.

In Gleichung 2.23 wird A mit der Teilchendichte n, der Stéfle pro Volumen pro Zeit

Z = 4n’0io14/ % und der mittleren Geschwindigkeit v definiert. Z kann man aus dem

Kollisionsterm I.o berechen und v aus der Maxwellverteilung, was zu Gleichung 2.24
fithrt. 7 ist dann entsprechend 7 = \/v.

n _
kT

g= 42 (2.24)
Timr

Wird nun v und das aus I.o errechnete Z in Gleichung 2.23 eingesetzt, ergibt sich Glei-
chung 2.25. Der rechte Term in Gleichung 2.25 ergibt sich, wenn man noch n mit der Hilfe
der idealen Gasgleichung ersetzt und oo = 7o? setzt, wobei o der Teilchendurchmesser
im Modell harter Kugeln ist. Streng genommen gilt das so bestimmte A wieder nur fiir
ein System im Gleichgewicht, also wenn f die Maxwell-Verteilung ist.

1T
C V2noy  V2102P

Mit Gleichung fiir 7 kann man abschétzen wie schnell sich Ungleichheiten von makrosko-
pischen Groflen in der Entfernung von = A ausgleichen. Im Fall von Hy bei Normaldruck

A

(2.25)
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und Zimmertemperatur ist A ~ 1 pm und damit wéren Unterschiede in dieser Entfernung
nach 7 ~ 1ns ausgeglichen.

Um Transportphénomene beschreiben zu kénnen, soll nun eine zeitabhidngige Losung f
der Boltzmann-Gleichung gefunden werden. Weil es in unserem System nur elastische St683e
gibt, muss jede Losung f bestimmte aus den Erhaltungssitzen abgeleitete Eigenschaften
erfiillen. Wenn x eine beliebige Erhaltungsgrofie ist, dann gilt fiir sie Gleichung 2.26. Das
ist plausibel, da I o) die Stofiprozesse beschreibt und y davon unveréndert bleiben muss.

/X(T, V) Lon d3v = 0 (2.26)

Um einen der Boltzmann-Gleichung zugeordneten Erhaltungssatz zu bekommen, wird
Gleichung 2.16 mit y multipliziert und iber v integriert, wegen Gleichung 2.26 ist die
rechte Seite dann 0. Setzt man dann noch vorraus, dass |v| — 0 gilt und sich Mittelwerte
(A) nach Gleichung 2.15 berechnen lassen, ergibt sich Gleichung 2.27. n(r,v) ist darin
die Teilchenzahldichte.

0 0 0 n 0 n 0

— — (nvx) — —Xx)— —(Fi—x)——(x=—F,)=0 (227

ot <7’LX> + O <n'UzX> n <U1 (9ZCZX> mr < lavix> m <X8Ui z> ( )
Setzt man nun fiir y Masse, Impuls und Energie wie in Gleichung 2.28 ein, fiihrt

einige kleinere Umformungen durch und nimmt die in Gleichung 2.29 bis 2.34 definierten

Substitutionen durch, ergeben sich drei Erhaltungssétze (Gleichung 2.35 bis 2.37), die,

sobald f bekannt ist, sofort verwendbare hydrodynamische Gleichungen liefern.

1
= (mT, = t)|2) (2.28)
p(r,t) = mT/f(r,U,t) d3v  Massendichte (2.29)
u(r,t) = (v) Mittlere Geschwindigkeit (2.30)
1
O(r,t) = 3MT <\v - u|2> = kT Temperatur (2.31)
1
q(r,t) = Smrp <(u —v)|v — u]2> Wiérmestrom (2.32)
P, i = p((vi —u;)(vj —uj)) Drucktensor (2.33)
1 Ou;  Ou;
/12' = — ! J 2.34
g =M <8xj + 8:61-) (2.34)
0
o + V(pu) =0 Massenerhaltung (2.35)
p (8 + uV) w=-LF_vP Impulserhaltung (2.36)
ot mr
0 2 2 .
P 5 +uV)0= —§Vq —3 Z P; ;A; ; Energieerhaltung (2.37)
Z’J
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Was nun immer noch fehlt ist die Kenntnis von f. In den folgenden Abschnitten werden
die resultierenden hydrodynamischen Gleichungen vorgestellt, die sich aus immer besseren
Naherungen fiir die exakte Losung f der Boltzmann-Gleichung ergeben.

2.3.3 Transporterscheinungen in Naherung nullter Ordnung

Die einfachste ndherungsweise Losung der Boltzmann-Gleichung fiir ein System, dass
sich nicht im Gleichgewicht befindet, ist die Gleichgewichtsverteilung fo. Die Maxwell-
Verteilung wurde schon in diesem Kapitel schon bestimmt und kann deshalb direkt in die
Gleichungen 2.29 is 2.34 eingesetzt werden. Dadurch ergeben sich die Transportgleichungen
fiir ein Nicht-Gleichgewichtssystem in nullter Naherung zu Gleichung 2.38 bis 2.40. Diese
nullte Néherung sind die Euler-Gleichungen.

9
= 2.

20+ V(pu) =0 (2.38)

9 F

“yp= 2,

(6t+uv>u+pv — (2.39)

(a +uV>9+ Y vwe =0 (2.40)
ot cymo N '

2.3.4 Transporterscheinungen in Naherung erster Ordnung

Um die hydrodynamische Gleichungen in erster Naherung zu finden, nehmen wir an,
die Losung der Boltzmann-Gleichung wiirde sich nur durch eine geringe Stérung g der
Verteilungsfunktion des Gleichgewichts fy unterscheiden. Es soll also gelten f = fo+ g.
Wenn man diesen Ansatz in I.q, also Gleichung 2.17 einsetzt, bei der Berechnung dann
quadratische Terme vernachlassigt und auch von den linearen Termen nur einen berechnet,
kommt man auf die Abschatzung fiir I, in Gleichung 2.41.

<§t+”v+ FT v) (fo+9) = Leou(fo+g) =~ (2.41)

REES

Weil g < fy kann man g auf der rechten Seite von Gleichung 2.41 auch gleich wieder
vernachléssigen. Die gesuchte Storung g der Gleichgewichtsverteilung wird dann zu
Gleichung 2.42.

0
g=- (at-l-vV—i—V )fo (2.42)
Stellt man fy als eine Funktion von 6, p und w dar und formt die Ableitungen in

Gleichung 2.42 entsprechend um, erhélt man Gleichung 2.43. Die darin vorkommenden
Abkiirzungen D und U sind in Gleichung 2.44 definiert.

3 m 1
- _ 2_° Ty T
= Tf0< Dp+0<29U 2>D9+ 5-UiDu; GFU> (2.43)
0 0
DX = X =v— 2.44
(8t+%8x2) U=v—-u ( )
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Mit Hilfe der Euler-Gleichungen 2.38 bis 2.40 kann man explizite Ausdriicke fiir D p, D ¢
und D u; finden. Setzt man diese in Gleichung 2.43 ein, ergibt sich mit der Substitution
P = pf/mr sowie weiteren Umformungen und Vereinfachungen

10 mr. 9 O 1 1 2)
— '\ i\5g U — 3 ) +giallilj — 38 : 2.4
g ’ (9 8371-0[] ( 26 v 2) + ) 3 (U:U;j 35 U ) fo (2.45)

Setzt man g aus 2.45 in die Erhaltungsgleichungen 2.35 bis 2.37 ein, erhélt man fiir
den Warmestrom g Gleichung 2.46 und fiir den Drucktensor P Gleichung 2.47.

2
_ i K= AT [pa (Mg 0N e =D
g=—-KVf mit K= 60 /U (%U 2>f0d U—27'6n (2.46)
2M mo
P@',j = 5i,jP — miT <Ai,j — 351,]V’u) (247)
miT
mit  p = TT / U?(v1)U?(ve) fo d*U = 70n (2.48)

Die Groflen p und K sind die Viskositdt und die Warmleitfahigkeit. Der Quotient
der beiden K/u = 5/2 ist ein Konstante, die mit den Freiheitsgraden des Gases zusam-
menhéngt. Falls es sich nicht um ein ein-atomiges Gas handelt, ist der Zusammenhang
zwischen den beiden komplizierter. Er ist in Gleichung 3.24 dargestellt. Das in Gleichung
3.24 definierte « hat nicht die gleiche Einheit wie p. Die Einheit unterscheidet sich um
den Faktor J/(kgK), da x in Bezug auf 7" und nicht in Bezug auf § = kT und auflerdem
pro Masse definiert wird.

Wenn man den am Anfang diese Kapitels vorgestellten Ausdruck fiir die mittlere
Stofizeit 7 in die Formeln fiir 4 und K aus Gleichung 2.46 und 2.47 einsetzt, ergibt
sich die Beziehung in Gleichung 2.49. Darin zeigt sich, dass u und K beziehungsweise k
nach auf der statistischen Physik beruhenden Uberlegungen von der Temperatur T, der
Teilchenmasse mT und vom Teilchendurchmesser o abhéngen.

vmrkT

o2

po~ K~ (2.49)

Um nun die gesuchten hydrodynamischen Gleichungen in erster Naherung zu erhalten,
miissen noch ¢ und P aus Gleichung 2.46 und 2.47 in die allgemeinen Erhaltungsglei-
chungen 2.35 bis 2.37 eingesetzt werden. Nach einigen Umformungen sowie der Vernach-
ldssigung aller Terme, die Ableitungen von p oder K enthalten oder quadratisch in u
sind, ergeben sich Gleichung 2.15 bis 2.15. Das sind die Navier-Stokes-Gleichungen. Darin
gilt F'/m1 = aext mit einer externen Beschleunigung aext, weil F' eine externe Kraft pro
Teilchen ist.
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0
(8u + uvu> -1y <P — MVU) iy B (2.51)
ot p 3 P mr
mr (0 _ K
v <8t + uV) 0+ (Vu)f = 5 V<o (2.52)

2.3.5 Transporterscheinungen in Naherung hoherer Ordnung

In den letzten beiden Abschnitten wurden die hydrodynamischen Gleichungen als Néhe-
rungen der Boltzmann-Gleichung in nullter und erster Ordnung hergeleitet. Ein systemati-
sches Verfahren, Naherungen der Verteilungsfunktion f von immer héherer Ordnung fx zu
erzeugen, ist die Chapman-Enskog-Methode. Sobald ein fj bekannt ist, ergeben sich dann
die Transportgleichungen durch Einsetzten von fj in allgemeinen Erhaltungsgleichungen
2.35 bis 2.37.

Zur Erinnerung noch einmal die Definition der Boltzmann-Gleichung 2.53 mit dem
Kollisionsterm I.o in Gleichung 2.54.

0 F
G 4D =La(f.f) mit Df=(vV+ 0V, )f (253)

Lanlf,9) = [[ o @0 = o1l (F&)g(0h) = f@)gon) dvrd2  (25)

In einer ersten Einschriankung soll f nur implizit iiber die Teilchendichte n, die Fluid-
Geschwindigkeit w und die Temperatur 6 von der Zeit ¢ abhédngen. Formal wird fir f
ein Reihenansatz wie in Gleichung 2.55 gewéhlt, in dem der Beitrag von f zu f immer
kleiner wird mit steigendem k.

f= é > i (2.55)
k=0

Des Weiteren wird gefordert, dass n, 4 und 6 vollsténdig durch fy bestimmt sind
beziehungsweise Gleichungen 2.56 bis 2.59 gelten. Das hat die wichtige Konsequenz,
dass Masse, Energie und Impuls vollsténdig in der nullten Ndherung enthalten sind und
nicht zum Beispiel ein Teil der Teilchen — also der Masse — durch weglassen der héheren
Naherungsglieder verschwindet. Diese Einschriankung ist der einfachste Weg, dass die
fundamentalen Erhaltungssétze gelten, egal bei welchem Glied die Reihe abgebrochen
wird.
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/f0d3v:n

1/f0ud3v:u
/fo—v—u\gd%:e

/fk- (1,0,0%) d% = (0,0,0) Yk >0

(2.56)
(2.57)
(2.58)

(2.59)

Die Erhaltungssétze 2.35 bis 2.37 werden mit dem Reihenansatz von f zu Gleichung
2.60 bis 2.62. Die darin vorkommenden Gréflen Py und gqi sind in Gleichung 2.63 und

2.64 definiert.

J

Pjr= mT/fk(Uz’ — ;) (vj — uy) dPv

mi 2 13
= "3 [ fulwi = w)lo — uf d

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

Als néchstes werden auch die Differenzialoperatoren in der Boltzmann-Gleichung
durch Reihenentwicklungen dargestellt. Zunéchst in Gleichung 2.65 der Operator D aus

Gleichung 2.53.
1 [e.e]
=72 "Dk
k=0

(2.65)

Weil f nur iiber p = mn, 8 und uw von der Zeit abhéngt, kann man % f umschreiben zu

o afo af o afo
ol "o Tanatt asar

Die Entwicklung der Ableitungen g—)f( mit X € {p,0,u;} lautet

chafk
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Es fehlen noch die Entwicklungen der Ableitungen der Art %X . Diese werden aus der
kten-Néherung der Erhaltungssétze bestimmt und der Tatsache, dass diese schon fiir
k = 0 erfiillt sein miissen, bestimmt. Sie werden in Gleichung 2.68 bis 2.73 definiert.

o 0

o’ _;871-(’)“2) (2.68)

3k

o~ 2.

at 0 Vk>0 (2.60)
Zaul Fi _12% (2.70)

P g ij
8* *Zap’” vk >0 (2.71)
g s g 2y D 2 o

i "D 3p S axi%,o 3p o 4,J474,3,0 .

8

Gleichung 2.74 ist, analog zu den bisherigen Entwicklungen, der Reihenansatz des
Kollisionsterms. Das k-te Glied von I.o; wird tiber Gleichung 2.75 definiert.

Leon(f, f) Z M Leon(fis f1) (2.74)

2
C.lclO

Lowi(fo, fr, - fe) = > Leou(fr. fs) (2.75)

r,s mit r+s=~k

Wenn I iiber Gleichung 2.75 ausgedriickt wird, erhélt man

Lon(f, f) = ZC Teon k- (2.76)

Nach all diesen Definitionen kann nun die gesamte Reihenentwicklung der Boltzmann-
Gleichung geschrieben werden als

2((80+C+< o )+D> (fo+CfitPat..n)

-z (Icou,o(fo) + CLeona (fo, f1) + Cleonz(fo, f1, f2) + - ) . (2.77)

Die k-te Losung fr kann nun gefunden werden indem gefordert wird, dass ( = 1. Es

ergibt sich dann die Folge von rekursiv 16sbaren Néherungen der Boltzmann-Gleichung.
Die Gleichungen 2.78 bis 2.80 zeigen die ersten drei Glieder dieser Folge.
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0 = Icono(fo) (2.78)
%fo + D fo = Leon,1 (fo, f1) (2.79)
%fl +%f0+Dfo = Ieonz2(fo, f1, f2) (2.80)

Die Losung von Gleichung 2.78 ist natiirlich die Maxwell-Verteilung fy und die Ent-
sprechenden Transportgleichungen sind die Euler-Gleichungen. Mit dem bekannten fy
kann die Korrektur erster Ordnung f; berechnet werden. Die dazugehorigen Transport-
gleichungen sind die Navier-Stokes-Gleichungen. Mit fo und f; kann dann die Korrektur
zweiter Ordnung errechnet werden, was auf die Burnett-Gleichungen fiihrt.

2.4 Randbedingungen

Die gewohnlichen Geschwindigkeitsrandbedingungen fiir hydrodynamische Gleichungen
sind w(I") = ur, wobei I' der Rand des Definitionsgebietes ist. Das heifit ein Fluid hat
an der Wand die Geschwindigkeit der Wand. Im Fall eine ruhenden Wand gilt natiirlich
ur = 0. Diese Annahme ist in gutem Einklang mit experimentellen Daten.

Es sind zwei Extreme vorstellbar, in denen (") = 0 kein gutes Modell der Realitat ist:
Der eine Fall tritt ein, wenn die interne Viskositét einer Fliissigkeit viel grofler ist als die
Reibung mit der Wand. So kann man bei einem ein Gel, das aus einer Tube gedriickt wird,
erwarten, dass das Gel iiber seine Begrenzungen gleitet. Der andere, wenn ein Gas stark
verdiinnt ist. Dann kann sich ein Gasteilchen sehr lange parallel zur Wand bewegen, ohne
dass es mit anderen Teilchen, die die Information der nahen Wand vermitteln kénnten,
in Kontakt kommt. In dieser Arbeit wird nur auf die letztere Moglichkeit eingegangen.

Knudt und Warburg haben schon 1875 aus Messungen geschlossen, dass es in verdiinnten
Gasen zu einem Gleiten iiber Wéande kommt. Die Existenz dieses Gleitens oder ,slip*
wurde experimentell fiir viele verschiedene Gas-Wand-Kombinationen nachgewiesen.
Eine umfangreiche Auflistung der Resultate von Gleit-Messungen an verschiedenen
Fliissigkeiten bietet [5]. Eine Messung der Gleitlange von Luft iiber Glas wurde von [(]
durchgefiihrt.

Die folgenden Herleitung einer Gleitrandbedingung mit thermischer Transpiration
fir Gase geht auf Maxwell [1] zuriick, ist aber in der hier stark vereinfachten Form [2]
entnommen.

Slip-Randbedingung

Zunéchst wird die Annahme gemacht, dass ein Gasmolekil mit der Wand entweder eine
einfache Reflexion ausfiihrt oder von ihr absorbiert und mit unter einen gleich-verteilten
Winkel reemittiert wird; es muss also ein Impulsiibertrag stattfinden. Der Anteil der
Molekiile, der absorbiert und reemittiert wird, wird mit o, bezeichnet.

Sei uy () die Geschwindigkeit mit der ein Gas eine Wand parallel zur y-Achse vorbei-
stromt, wobei es zu einem Gleiten entlang dieser Wand kommt. Es soll nun ein Ausdruck
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gefunden werden, der den Ubertrag der y-Komponente des Impulses pro Zeit pro Fliche
auf die Wand beschreibt. In einem sich mit u, mitbewegenden System wird % u% auf
die Wand pro Zeit pro Flache iibertragen. Dazu kommt noch der von dem Gleiten auf der
Wand u, (I") iibertragene Impuls. Dieser ist mruy,(I") - +nv, denn 1nv sind die Einschlige
auf eine Seite einer beliebigen Flache im Gas pro Zeit pro Fliche. In Gleichung 2.81
werden diese beiden Anteile addiert und mit o, multipliziert, da nur dieser Anteil der
Teilchen nach der Ubereinkunft im letzten Abschnitt Impuls auf die Wand iibertragen

kann.

1 Ou, 1L\ Ouy
op (2”8:0 + mTuy(F)4nv> =t (2.81)

Aufgrund der Impulserhaltung muss die rechte Seite von 2.81 gerade u%ﬁ’ sein, denn

die Scherspannung im Gas ist gerade der tangentiale Impuls pro Fléache pro Zeit, der
vom Gas in Richtung Wand transportiert wird. Lost man Gleichung 2.81 nach w,(I") auf,
ersetzt v mit Gleichung 2.24 und nmT mit % (ideale Gasgleichung), ergibt sich

2 — op VTIRST 1w Ouy
uy(I') = .
op V2P Oz

Kennard benutzt den Ausdruck p = cpv A fir die Viskositét, wobei ¢ ein Koeffizient ist,
der aus einer auf Enskok zuriickgehende Reihenentwicklung bestimmt wird und je nach
Genauigkeit der Entwicklung zwischen 0.491 und 0.499 liegt. Wenn ¢ = 571/32, dann ist
Kennards Modell der Viskositat identisch mit dem in dieser Diplomarbeit verwendeten
und in Gleichung 3.23 dargestelltem Modell.

Wird nun Kennards Viskositdtsmodell in Gleichung 2.82 eingesetzt und der dann
darin auftauchende Faktor 2¢ mit 1 genéhert, ergibt sich Gleichung 2.83, welche die
Randbedingung fiir Gleitgeschwindigkeiten nach Maxwell ist.

(2.82)

2_01’)\%

uy(I') = (2.83)

op ox

2.4.1 Thermische Transpiration
Qualitative Beschreibung

Zunachst widerspricht eine Gasstromung von einem kalten in einen warmen Bereich, ohne
dass eine Druckdifferenz vorliegt der Intuition. Die folgende Abschéatzung soll es plausibel
machen, dass es so etwas wie thermische Transpiration geben muss.

Man stelle sich zwei Container verbunden mit einem Kanal vor. In den Containern
herrschen unterschiedliche Temperaturen. Wenn der Kanal sehr dick ist, ist der offen-
sichtliche Gleichgewichtszustand dieses Systems, dass der Druck iiberall gleich ist, die
unterschiedlichen Temperaturen aber wegen des idealen Gasgesetzes durch entsprechende
Dichten ausgeglichen werden. Es gilt also T} /T2 = pa2/p1. Nun soll der Kanal enger sein
und das Gas so diinn, dass es nicht mehr mit sich selbst im Kanal wechselwirkt. Fir die
Dichte p in jedem Container gilt p ~ n und fiir die mittleren Teilchengeschwindigkeiten
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<«— p, auf Wand

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung von Teilchen, die mit verschiedenen Geschwindigkeiten
(schwarze Pfeile) auf das Element a einer Wand mit Temperaturgradient (rot) eintreffen.

gilt v2 ~ T. Fiir den Massenfluss von Container 1 nach Container 2 gilt: ~ mrniv;. Und
entsprechend fiir den gegenldufigen Massenfluss: ~ mrnove. Wenn sich ein Gleichgewicht
unter der Aufrechterhaltung der unterschiedlichen Temperaturen eingestellt hat, muss
Gleichung 2.84 fiir die beiden Massenfliisse gelten.
mTnv
MTNIV] = MThavy = —— 1 =1 (2.84)
mTnovy
Mit denen im letzten Abschnitt genannten Proportionalitdten kann man Gleichung
2.84 umformen zu

T Py |T; P, T
IR0 Lo S C) Sy s S Y et SRS R e (2.85)
mrtnove  p2 1o P\ 13 Py b

Gleichung 2.85 macht deutlich, dass der Temperaturunterschied in den beiden Contai-
nern im Gleichgewicht zu einem Druckunterschied in eben diesen fithren muss. In der
Starke, wie ihn Gleichung 2.85 vorhersagt, ist er allerdings nur fiir den Fall Kn — oo.
Bei endlichen Kn-Werten ist das Verhéltnis der Driicke kleiner. Bei Kn = 0 gilt dann
P =D

Als néchstes folgt eine qualitative Beschreibung der Vorgéange auf Teilchenebene im
Kanal. Es soll weiterhin die Annahme gelten, dass A so grof} ist, dass Wechselwirkungen
der Teilchen miteinander gegeniiber denen mit der Wand zu vernachlassigen sind. Der
Kanal sei parallel zur x-Achse wie es in Abbildung 2.1 skizziert ist. Entlang x-Achse
sei ein positiver Temperaturgradient. Betrachtet man die Teilchen, die auf eine Stelle
a auf der Wand eintreffen, so ist ihr Impuls, allein von der Temperatur, der Stelle
von der sie stammen, bestimmt, weil sie eben unterwegs nicht mit anderen Teilchen
zusammengestoflen sind. Wenn ein Teilchen mit der Wand in Wechselwirkung tritt, sei
diese diffus, das heifit das Teilchen wird von der Wand absorbiert und reemittiert und zwar
mit einer Geschwindigkeit, die nur von der Temperatur an der Stelle a des Wandstoflens
abhéngt. Des Weiteren soll die Richtung, mit der sie die Wand verlassen, gleichverteilt
sein. Also verlassen die Teilchen die Wand im Mittel genau senkrecht.

Teilchen die von negativer x-Richtung kommen, tragen weniger Impuls als Teilchen
von positiver x-Richtung wegen der unterschiedlichen Temperaturen, die in den Regionen
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herrschen aus denen sie kommen. Im Durchschnitt verlassen die Teilchen die Stelle a
aber mit einer tangentialen Impulskomponente von p, = 0. Es muss also im Schnitt
tangentialer Impuls in negativer x-Richtung auf Wand tbertragen worden sein. Da die
Wand festgehalten wird, sorgt die Impulserhaltung dafiir, dass das Gas einen Impuls
in positive x-Richtung erfahrt. Es gibt also, aufgrund des Temperaturgradienten, eine
Gasstromung in Richtung der héheren Temperatur.

Maxwells Randbedingung

Ein Gas, in dem ein Temperaturgradient in y-Richtung herrscht, soll durch die Max-
wellverteilung fp und ein Korrekturterm erster Ordnung fi, der die Abweichung vom
thermischen Gleichgewicht enthélt, beschrieben werden. Die Gestalt von fp und f; ist

fo=Ae " und £, = Cu, (2 — ﬂzv2> e P, (2.86)

Wobei A = 83n3/2 und % = mr/(2kT) ist und C' in Gleichung 2.87 definiert ist. C
ergibt sich aus ldngerer Rechnung durch den Vergleich der durch fy und f; hervorgerufenen
Kollisionsraten und enthélt die Physik des Warmetransports.

3 3
1 A0T
_30P [5mnAd (2.87)

Mit den Integralen in 2.88 ist es moglich zu Priifen, ob die Korrektur erster Ordnung zu
einem netto Impulsfluss im Gas kommt. Dabei stellt man fest, dass es zu keiner Bewegung
des Gases kommt.

o)~ [0+ de=0 )~ [T lfordu=0 (289

oo (o.9]

Ganz anderes sieht die Situation aus, wenn man ein Gas in der Nédhe einer Wand
betrachtet. Die Wand soll parallel zur y-Achse sein und auf ihr ein Temperaturgradient
herrschen, der sich auf das Gas iibertragen hat. Das Gas soll wieder durch fy 4+ fi
beschrieben werden. Weil wir aber nun alle Teilchen betrachten, die sich unter jedem
moglichen Winkel o wie in Abbildung 2.2 auf die Wand zu bewegen, wird v, in f; durch
vy cos(a) + vy sin(a) ersetzt. Ausdruck 2.89 zeigt die Impulskomponente in y-Richtung
pro Zeit pro Flichenelement, die durch Teilchen, die eine Geschwindigkeitskomponente
in Richtung der Wand (—v;) haben, verursacht wird.

[ olNe o]

0
—mTn / / / VzUy (A + C(vg cos(a) + vy sin(a)) (; — ﬂ2v2)> o~ PM? dvydv,du,
—00 =00 —O0
(2.89)
Wertet man das Integral in Ausdruck 2.89 aus, ergibt sich Ausdruck 2.90. Setzt man
darin C' aus Gleichung 2.87 ein, nachdem man darin vorher ¢ mit Gleichung 3.23 ersetzt
hat, ergibt sich Ausdruck 2.91.

25



2 Theorie

Abbildung 2.2: Teilchen, die unter dem Winkel « auf eine Stelle einer Wand auftreffen, und dabei
den Temperaturgradienten %—f durchqueren, der eine Projektion des eigentlichen Gradienten
auf der Wand parallel zur y-Achse ist.

om nmtC
8 [

3 mmT 0T .
in ﬁ/;T 8k;%8ma (2.91)
Ausdruck 2.91 ist der Impulsfluss (y-Komponente des Impulses pro Zeit pro Fléche),
der auf die Wand iibertragen wird. Das stetige Entziehen von Impuls des Gases kann nur
durch eine makroskopische Bewegung u, des Gases ausgeglichen werden, da weiter weg
von der Wand ja kein netto Impulstransport stattfindet. Die y-Komponente des Impulses
pro Zeit pro Flache, die ein Gasfluss in Richtung des Temperaturgradienten aufnehmen
kann, ist %p@uy; dies muss mit Ausdruck 2.91 gleichgesetzt werden, was Gleichung 2.92
ergibt.

sin « (2.90)

1 _ 3 u mt 0T .
- S —_— 2.92
AP T Tam g\ skT Bs O (2:92)
Loést man Gleichung 2.92 nach u, auf, ergibt sich Gleichung 2.93. 8 und v wurde durch
ihre in diesem Kapitel eingefiihrten Definitionen ersetzt und %—Z sin & wurden durch %

ersetzt, weil s der Weg auf ein Element der Wand unter allen Winkeln « ist.

3 u 0T

Uy = 1T 9y (2.93)
Gleichung 2.93 ist der thermische Transpirationsterm von Maxwells Randbedingungen.
Er muss zum Gleitterm aus Gleichung 2.83 hinzuaddiert werden um Maxwells vollstandige
Randbedingungen zu erhalten. Bei beliebigen 2D Geometrien muss der Gleitterm noch um
die zweite mogliche, partielle Ableitung erweitert werden. Gleichung 2.94 zeigt Maxwells
vollstdndige Randbedingung in einem tangential-normalen Koordinatensystem mit ¢ und

n als Koordinaten, wie sie zum Beispiel in [7] zu finden ist.
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2—o0 ou;y  Ouy, 3u OT
) = p - —_— 2.94
w(I') op A(8n+ 0t>+4pT0t (2.94)

2.4.2 Temperatursprung-Randbedingungen

Sehr #hnliche Uberlegungen, wie die bei der Herleitung der Gleitrandbedingung, kann
man auch tUber die Temeraturrandbedingung anstellen. Es folgt dann, dass ein Gas
direkt an eine Wand nicht genau die Temperatur der Wand annimmt. Entsprechende
Randbedingungen fiir die Warmeleitgleichung wurden von Smoluchowski hergeleitet [%]
und auch Experimente zum Temperatursprung zwischen Wanden und verdiinnten Gasen
wurden von ihm durchgefithrt. Die hier prasentierte Herleitung richtet sich nach Kennard
).

Wie in den anderen Herleitungen in diesem Kapitel sollen Teilchen, die eine Geschwin-
digkeitskomponente in Richtung einer Wand haben, diese Wand relativ ungestort erreichen,
und ihre Energie und ihr Impuls dem Ort entsprechen, von dem sie herkommen. Die
Wechselwirkung wird, wie bei den Gleitrandbedinungen, durch einen Koeffizienten o
beschrieben, der aussagt, wie grofl der Anteil der Teilchen ist, die einen Energieaustausch
mit der Wand vornehmen; also deren Temperatur annehmen. 1 — op ist entsprechend
der Anteil der Molekiile, die an der Wand nur einen Reflexion vornehmen und keine
Energie austauschen. op wird ,thermal accomodation coefficient* genannt, da er den
Wirmeenergieaustausch beziehungsweise Temperaturaustausch beschreibt. o, dagegen
beschreibt den Austausch des tangentialen Impulses.

Wir betrachten einen Teilchenstrom bestehend aus Teilchen mit einer Geschwindigkeits-
komponente in Richtung der Wand mit der Energie pro Zeit pro Fliache Ej. Die Teilchen,
die von der Wand zuriickkommen, ohne mit ihr Energie ausgetauscht zu haben, besitzen
die Energie pro Zeit pro Fliache E; und die Teilchen, die Energie ausgetauscht haben Fyy.
Gleichung 2.95 zeigt den Zusammenhang zwischen den Energien dieser Teilchenstrome.

E; — By = or(E; — Ew) (2.95)

Die Gasteilchen mit einer Geschwindigkeitskomponente in Richtung der Wand sollen
die Temperatur T haben. Sie transportieren auf zwei Arten Energie auf die Wand: Durch
die kinetische Energie und durch Diffusion. Der Diffusionsbeitrag ist %Hg%- n ist die
Koordinate senkrecht auf der Wand.

Die Translationsenergie pro Masse des Teilchenstroms ist 2R 7. Diese Zahl ist % mal
grofer als die spezifische innere Energie Ug eines Gases im Gleichgewicht. Ausdruck
2.96 ist die Summe aus Translationsenergie und innerer Energie des Gases, das sich in
Richtung der Wand bewegt, wihrend Ausdruck 2.97 die Energie ist, die sich von der

Wand, die die Temperatur Ty hat, wegbewegt.
m(2RTg + Ug) (2.96)

m(2RTW + Uw) (2.97)
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Eine gute Naherung der Differenz der beiden Terme 2.96 und 2.97 ist Ausdruck 2.98.

m (CV + ;RS> (Tt — Tw) (2.98)

Wenn man zu Ausdruck 2.98 noch die Diffusion addiert, ergibt sich Gleichung 2.99:
Die Differenz der einlaufenden Energie pro Zeit pro Fliche und der auslaufenden Energie
pro Zeit pro Flache, die mit der Wand energetisch gewechselwirkt hat.

1 0T

1

S ist in Gleichung 2.99 die Masse, die pro Zeit auf einer Flidche ankommt, also S = i pU =
P/\21tRT. Setzt man das in Gleichung 2.99, zusammen mit Rs = (v — 1)cy ein, ergibt
sich

1 0T 1 cv(Tg — Tw)P
Ei— By = ko 4 —(y— 1) 22 G W 2.100
W= ke, T T T Ry (2.100)

WEeil es keine netto Stromung im Gas gibt, muss der gesamte Energietransport durch
eine gedachte Flédche parallel zur Wand ausschlieBlich iiber Diffusion stattfinden. Das
heif3t, es muss Gleichung 2.101 gelten. E; — E; ist ja gerade die Differenz aus der gesamten
Energie, die sich auf die Wand zu bewegt und der Energie, die von der Wand zuriickkommt
ohne mit ihr kinetisch Energie ausgetauscht zu haben. Also muss E; — E, die Diffusion
von Warme senkrecht nur Wand sein:

oT

Ei - Er == K% (2101)

Setzt man Gleichung 2.100 und Gleichung 2.101 in Gleichung 2.95 ein ergibt sich

or (19T 1, ey(Ts —TW)P>
Ky =0T <2’€8n + 2(7 1)—m (2.102)

Lost man Gleichung 2.102 nach T — Ty auf und benutzt die Definitionen von A (Gleichung
2.25), p (Gleichung 3.23) und der Prandtl-Zahl Pr = ucp/k, ergibt sich

2 or 2y A OT
or 7 A% (2.103)

Te —Tw = .
GTIw or ~v+1Pron

Gleichung 2.103 ist Smoluchowskis Temperatursprungrandbedingung. In dieser Form
wurde sie in dieser Diplomarbeit implementiert.

2.4.3 Randbedingungen hoherer Ordnung

Auch fiir Randbedingungen kann man einen allgemeinen Reihenansatz — &hnlich wie bei
der Chapman-Enskok-Methode — machen und iterativ immer genauere Randbedingungen
bestimmen. Im Bild einer solchen Reihenentwicklung sind alle in diesem Kapitel vorge-
stellten Randbedingungen eine Néherung erster Ordnung. Maxwells Randbedingung in
zweiter Ordnung enthélt zweite Ableitungen von T, p, u,, und u;, wie man zum Beispiel [7]
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entnehmen kann. Wegen ihrer Herleitung passen diese Randbedingungen zweiter Ordnung
zu den Burnett-Gleichungen. Weil Randeffekte eine so groie Rolle in der Simulation
verdiinnter Gase spielen, gibt es auch Vorschldge, Randbedingungen zweiter Ordnung
mit Navier-Stokes-Gleichungen zu benutzen, um so numerischen Aufwand zu sparen. Die
Vor- und Nachteile dieser Herangehensweise sind genauso wie andere numerische Modelle
fiir verdiinnte Gase noch nicht genau bekannt, vor allem weil es zu wenig experimentelle
Daten gibt.
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3 Numerische Methoden und
Implementierung

3.1 Uberblick

Fiir die Implementierung wurde die multi-physikalische Finite-Elemente Simulationssoft-
ware Elmer [9] genutzt. Das Programm Gmsh [10] diente zur Gittergenerierung. Mit in
C++ selbstgeschriebenen Nachbearbeitungsprogrammen wurden aus den Simulationser-
gebnissen weitere physikalische Gréflen berechnet, die einen Vergleich mit experimentellen
Daten erméglichen. Um Simulationen iiber einen grofien Parameterbereich zu iterieren,
wurden selbstgeschriebene Python-Skripte genutzt.

3.2 Finite-Elemente-Methode

Die Finite-Elemente-Methode (FEM) ist eine Methode zur Losung von partiellen Diffe-
renzialgleichungen. Sie geht von der variationellen Formulierung eines Randwertproblems
aus. Ein grofier Vorteil der FEM ist, dass die Gitterelemente beliebige Polygone mit
unterschiedlicher Orientierung und Grofle sein kdnnen. Somit lassen sich auch sehr unregel-
méafige Geometrien leicht beschreiben und die Erhohung der Elementdichte in Bereichen
von groflem Interesse ist immer moglich. Im Folgenden wird die FEM anhand der von
n Variablen abhéngigen allgemeinen eliptischen Differenzialgleichung 2. Ordnung mit
Dirichlet-Randbedingungen erklart. Dieses Kapitel basiert auf dem Vorlesungsskript
»,2Numerisches Losen von Differenzialgleichungen“ von Prof. Lubich. Es werden folgende
Konventionen fiir Indizes verwendet:

o N ist die Anzahl der gesamten Knotenpunkte; ¢ und j sind Indizes, die von 1 bis
N laufen

e R ist die Anzahl der Knotenpunkte pro Element; » und s sind Indizes, die von 1
bis R laufen

e F ist die Anzahl der Elemente; e ist ein Index, der von 1 bis F lauft.
Gesucht ist die Losung u der Differenzialgleichung 3.1. Gleichung 3.2 ist die variationelle

Formulierung von Gleichung 3.1. Wenn ein u gefunden wird, so dass Gleichung 3.2 fiir
alle v erfiillt ist, ist u auch die Losung von Gleichung 3.1. §2 ist das Definitionsgebiet der
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Differenzialgleichung, I' der Rand des Gebietes und 2 die Vereinigung aus I" und 2.

Zamiiu:f in.Q, _
Ox; Oy; 2 stiickweise C1, f : 2 — R stetig. (3.1)
u=0 auf I,
a(u,v) =1lv) YveV (3.2)
wobei gilt:
a(u,v) = / {VUTAVU + aouv} dx (3.3)
9]
I(v) = / fuda (3.4)
Q
mit
A= Qag,j Zj:l (35)

Bei der variationellen Formulierung werden Dirichlet-Randbedinungen in den Raum V'
miteingebaut. Deshalb muss V' der Sobolev-Raum 1. Ordnung sein fiir dessen Elemente
v zusétzlich gilt v(I") = 0.

Die variationelle Formulierung der Differenzialgleichung wird in Gleichung 3.6 mit dem
Galerkin-Verfahren angenéhert.

a(luy,vy) =l(vy) Yoy € Vi (3.6)

Der unendlichdimensionale Funktionenraum V wurde dabei durch einen endlichdimen-
sionalen Raum Vi ersetzt. Die Dimension N entspricht dabei der Knotenzahl der erfor-
derlichen Diskretisierung von {2. Die Finite-Elemente-Methode ist die Anwendung des
Galerkin-Verfahrens mit dem Raum der stiickweise stetigen Polynome als Wahl fiir V.
Also wird auch die gesuchte Funktion u durch stiickweise stetige Polynome genéhert.
Ein finites Element besteht aus Knotenpunkten ¢, und auf dem Element definierte
Basisfunktionen ¢,., mit deren Hilfe die gesuchte Funktion u angendhert wird. Ein Element
bendétigt so viele Knotenpunkte ¢, und Basisfunktionen ¢,., wie der Funktionenraum P
der Polynome auf dem Element gewiinschte Dimensionen hat. Wahlt man Dreiecke als
Elemente und lineare Funktionen als Basisfunktionen, so sind drei Knotenpunkte notig;
bei quadratischen Basisfunktionen auf Dreiecken braucht man sechs Knoten. Fiir die
Basisfunktionen ¢, muss gelten ¢, (qs) = 6, s. Das heiflt, sie sind auf allen Knotenpunkten
bis auf einen 0. Damit 148t sich Polynom p eines Elementes darstellen als p = Ele p(qr) by
Als erster Schritt zur Bestimmung von « muss das Gebiet {2 mit den finiten Elementen
ausgefiillt werden. Dabei diirfen sich die Elemente nie schneiden, jede Seite eines Ele-
ments muss mit der Seite eines weiteren Elements oder einem Teil des Randes von {2
iibereinstimmen. Auflerdem miissen Knoten auf gemeinsamen Seiten iibereinstimmen.
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Als néchstes muss ein Gleichungssystem aufgestellt werden, das die Galerkin- Approxima-
tion reprisentiert. Die Galerkin-Approximation 3.6 ist dquivalent zum Gleichungssystem
Ap = b, wenn dieses wie in Gleichung 3.8 bis 3.9 definiert ist.

N
A =a(¢;,di)| (3.7)
2,j=1
N

b=1(¢i) - (3.8)
N

pi = un(q) un =Y pid; (3.9)
i=1

Aus historischen Griinden nennt man A die Steifigkeitsmatrix und b den Lastenvek-
tor. Die Eintrdge a;; von A in Gleichung 3.10 werden tiber die Elementmatrizen 3.11
berechnet.

a(6i0y) = [ {VOTAVS; +asio,} da (3.10)

at, = [ {(Ve)T AV + it} do (3.11)

Im Allgemeinen sind die Basisfunktionen der Elemente in einem lokalen Elementkoor-
dinatensystem vorhanden und miissen erst mit F¢ auf das globale Koordinatensystem
transformiert werden. Die Elementmatrix in globalen Koordinaten aber in Abhéngigkeit
von lokalen Koordinaten ist in Gleichung 3.12 zu sehen. Die lokalen Gréfien sind dabei
mit einem ~ markiert. Der Operator D in Gleichung 3.12 leitet jeden Eintrag in jeder
Zeile von F partiell nach der Position in der Zeile ab. In Gleichung 3.12 wurde der Index
e zwecks einfacherer Lesbarkeit weggelassen.

ps = / [VOT AV, + 0d,ds ) |det DF| di (3.12)
K

Der globale Lastenvektor b 3.13 wird ebenfalls aus den lokalen Lastenvektoren 3.14
berechnet.

bz:/(zfgbl dx (3.13)

b = / f¢¢|det DF®| d&: (3.14)
K

Um das LGS zu vervollstandigen miissen noch die Randbedingungen ¢ in den Lasten-
vektor gesetzt werden. Dazu werden die gendherten Randbedingungen @y wie in Gleichung
3.15 bestimmt und in das LGS, wie Gleichung 3.16 zeigt, eingebaut.

o= 9(q;)9; (3.15)

J€Jo
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Ap=>b- 3" g(gj)a(e), di)

j€Jdo

N
. (3.16)

Als letzter Schritt muss noch das LGS gelost werden. Dadurch erhélt man die gesuchte
néherungsweise Losung der Differenzialgleichung uy. Da die Zahl der zu bestimmenden
Variablen im LGS gleich der Zahl der Knotenpunkte ist, wird das LGS in den meisten
realen Anwendungen zu grof3 sein um es direkt 16sen zu kénnen. Dass die Steifigkeitsmatrix
A, wegen der Eigenschaft der ¢; fast iiberall 0 zu sein, schwach besetzt ist, kann von den
Losungsalgorithmen ausgenutzt werden. Ubliche iterative Verfahren zur Lésung von LGS,
wie sie bei der Losung von Differenzialgleichungen auftreten, sind Krylow-Unterraum-
Verfahren wie konjugierte Gradienten oder Multigrid-Verfahren. Falls als finite Elemente
gerade Quadrate mit linearen Basisfunktionen ¢, gewéhlt werden, ist die FEM identisch
zum Finite-Differenzen-Verfahren.

3.2.1 Zusammenfassung der FEM
o Ausfiillen des Gebietes mit finiten Elementen
e Bestimmung der Basisfunktionen ¢ mit Hilfe der Knoten ¢
e Errechnung der nicht 0 Elemente der Steifheitsmatrix A mit numerischer Integration
e Errechnung der nicht 0 Elemente des Lastenvektors b mit numerischer Integration

» setze Randbedingungen in b

e Losen von Apup =25

3.2.2 Fehlerquellen
Bei der Finite-Elemente-Methode gibt es folgende Fehlerquellen:

¢ Galerkin-Approximation bei der der unendlichdimensionale Funktionenraum V'
durch den endlichdimensionalen Raum V,, ersetzt wird

o numerische Integration bei Aufstellung der Steifigkeitsmatrix A und des Lastenvek-
tors b

e Approximation des Gebietrandes auf der die Differenzialgleichung definiert ist, falls
er kein Polygon beziehungsweise Polyeder ist

o Losen des linearen Gleichungssystems, falls kein direktes Verfahren verwendet wird

e Rundungsfehler
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3.3 Verwendete Modelle, Implementierung und Parameter

3.3.1 Implementierte Gleichungen

Elmer 16st die Navier-Stokes 3.17 zusammen mit der Kontinuitatsgleichung 3.18 und die
Wiérmeleitgleichung fiir kompressible Gase 3.19.

P (%’: + (uV)u> _ VS = pae (3.17)
p <?)§ + (uV)p) +p(Vu) =0 (3.18)
pey (%f + uVT> — V(kVT) = =PVu + ¢(uE) (3.19)

Der Spannungstensor S in Gleichung 3.20 ist so definiert, dass er ein Newtonsches Fluid
voraussetzt. Der Term ¢(puE) in Gleichung 3.19 beschreibt die Erwarmung durch Reibung.
AuBere Beschleunigungen a.y; wurden in dieser Diplomarbeit nicht genutzt.

2 1 (0u; Ou,
=2uE — = I-PI mit B j = - - . 2
S=2u 3M(V'u,) mit F; ; 5 <3a:j + 8:@) (3.20)

Als Modell fiir die Kompressibilitét dient die ideale Gas-Gleichung 3.21.
PV = NkT <= P = pRT (3.21)

Ry ist die spezifische Gaskonstante. Sie ergibt sich aus universeller Gaskonstante R und
molarer Masse M, wie in Gleichung 3.22 gezeigt wird.
R k 1
RS:M:miT:CPicVzCP(lig) (322)
Elmer bietet die Moglichkeit, selbstgeschriebene Fortran-90-Routinen von der zentralen
Konfiguratonsdatei fiir die Simulation aufzurufen. Damit wurden zunéchst tempera-
turabhangige Modelle fiir Viskositdt p und Warmeleitfahigkeit x implementiert. Die
benutzten Gleichungen fiir Viskositat 3.23 und Warmeleitfahigkeit 3.24 sind mit Hilfe
der statistischen Mechanik hergeleitet und wurden [11] entnommen. Auf Grund ihrer
Herleitung gelten sie eigentlich nur fiir einatomige ideale Gase.

5k [T
S AL 2
F= 9602\ R (3.23)
15 dey 3\ 5k [TR/ 1 9
- R D)= B4 3.24
"T S“(15RS+5> 1602\ n (7—1+4) (3:24)

Am wichtigsten ist natiirlich die Implementierung von Maxwells thermische Transpi-
rationsrandbedingung, da sie erst fiir die Existenz des Effekts in der Simulation sorgt.
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Gleichung 3.25 ist Maxwells Randbedingung fiir beliebige zweidimensionale Geometrien.
In dieser Form ist sie [7] entnommen.

_2—0p, (Oug  Ouy, 3u 0T
ul(l) = ——=A (an * at> 1T ot (8:25)
kT
A= —— 3.26
V2mo?P ( )

In Gleichung 3.25 ist I' die Grenzlinie zwischen Gas und Wand und n und ¢ sind die
Koordinaten, die normal und tangential auf I" stehen. A ist in Gleichung 3.26 fiir ein-ato-
mige ideale Gase definiert. Maxwells Randbedingung ist eine Neumann-Randbedingung,
da sie Aussagen iiber die Ableitung der Geschwindigkeit auf dem Rand macht. Neumann-
Randbedingung fiir den Navier-Stokes-Loser von Elmer miissen in Form von Spannungen
gegeben werden. Werden in der Konfigurationsdatei Neumann-Randbedingungen akti-
viert, gilt Gleichung 3.27, wobei der Slip-Koeffizient a und die externe Spannung f vom
Benutzer in der Konfigurationsdatei oder in Form von selbstgeschriebenen Fortran 90
Routinen gesetzt werden kénnen.

aju; — (Sh); = fi i€ {x,y,z} oder i € {n,t1,ta2} (3.27)

Da (S#i); die i-te Komponente des Produktes aus Spannungstensor 3.20 und dem
normierten Normalenvektor ist, gilt fiir zwei Dimensionen

Oouy Ou
Sh); = ). 3.28
Wenn man Gleichung 3.25 mit a; multipliziert, erhdlt man
2—o0,, (Ouy Ou 3u 0T
Ui = a; A - . 3.29
ditli = ai op ( dy + ox ) + a7’4pT ot ( )

Gleichung 3.29 hat nun die selbe Struktur wie Gleichung 3.27 und die Summanden kénnen
miteinander identifiziert werden. Setzt man die rechte Seite von Gleichung 3.29 und
(Sh); = u (%y” + %%f) in Gleichung 3.27 ein, erhilt man:

2=, (O 3%) 3w OT (5‘% 3%)_.
@i op A(@y + ox +az4pT a M oy + oz =i (3:30)
P e p=2T%

<:>al—ﬁ)\ mit = o (3.31)

Setzt man nun in Gleichung 3.31 p wie in Gleichung 3.23 und A wie in Gleichung 3.26
definiert ein, ergibt sich der Slip-Koeffizient a; zu:

o 22D [T
‘16 BV RT

(3.32)
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In Gleichung 3.31 erkennt man ebenfalls, dass die externe Spannung f;, die man in
Elmer setzten kann, gerade a; 4p’% ‘gz; sein muss. Ersetzt man auch hier a;, p und p durch
ihre jeweiligen Definitionen ergibt sich fiir f; schlieBlich

_3p 0T
fi= axma
o 3p 0T
N ELITTE
76 1 V2m0®P 52 m K*T? RT 19T
kKT 162 R,T m20c% P T ot
352 V2koT
16’ o
T2,k OT
T 10247 o2 ot
Des Weiteren wurden Smoluchowskis Temperaturrandbedingungen 3.34 implementiert.
Das Vorzeichen auf der rechten Seite von Gleichung 3.34 ist so gewéhlt, dass die Rand-
bedingung die von Elmer verwendete Konvention der Richtung des Normalenvektors n
iibereinstimmt.

(3.33)

ﬂ 1

2—op 2y A
orT ’y+1Pr

T
TGas - TWand - _b(T P)a

o mit b(T, P) =

(3.34)

Gleichung 3.35 zeigt die Warmeflussrandbedingung, die Elmer verwendet. Es herrscht
formale Gleichheit mit Gleichung 3.34, wenn man b mit g und Twang mit 7oy identifiziert.

or
— Ry = a(T — Text) (3.35)

In Rechnung 3.36 sieht man, wie der Koeffizient o durch eine Fortran 90 Routine gesetzt
werden muss, wenn man Smoluchowskis Randbedingung mit Hilfe von Elmers Warmefluss-
randbedingung implementieren will. Es wurden dabei das temperaturabhingige Modell
fir die Wéirmeleltféihlgkem k aus Gleichung 3.24 und die Definition der Prandtlzahl fiir
ideale Gase Pr = 77 benutzt.

0o 5 k TR( 1 +9> or v+1V2no?P 4y
b 1602 y—1 4)2—o0p 2y kKT 9y -5
_5 |2nRy o7 ( 1 +9) v+,
8 T 2—op\vy—1 4)9y-5
(3.36)
_5 [2nR or v+l
8\ T 2—or4(y—1)

_ oV2m v +1 &P
2 —
32(2 1) T
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3.3.2 Elmer

Elmer ist eine Finite-Elemente-Software zur Losung von partiellen Differenzialgleichun-
gen und kann viele verschiedene physikalische Gleichungen 16sen. Diese kénnen auch
miteinander kombiniert werden. Fiir diese Diplomarbeit wurden die Loser fiir die Navier-
Stokes-Gleichung 3.17 mit Kontinuitatsgleichung 3.18 und fir die Warmeleitgleichung
3.19 genutzt. Elmer geht beim Numerischen Losen von Differenzialgleichungen nach
folgendem Schema vor:

1. Zeitintegration: Die &userste Iterationshierarchie ist die Zeitintegration, diese kann
iiber die Crank-Nicolson-Methode oder eine Backward Differences Formulae (BDF)
erfolgen.

2. Gleichgewichtszustand fiir aktuellen Zeitschritt erreichen: In dieser Iterationsebene
findet das Linearisieren der wahrscheinlich nicht linearen Zusammenhénge zwischen
den gesuchten Variablen, die durch die Kopplung von mehreren physikalischen
Gleichungen entstehen, statt. Des Weiteren wird die Synchronisation zwischen
den zu lésenden gekoppelten Gleichungen durchgefiihrt. Die Linearisierung wird
dhnlich durchgefiithrt wie im néchsten Schritt. Falls in dem aus den gekoppelten
Gleichungen erzeugte Gleichungssystem Az = b A und b von x abhéngen, wird es
in das Gleichungssystem A (x;_1)x; = b(x;_1) tberfiihrt.

3. Linearisieren der einzelnen Gleichungen: Falls die mit jedem einzelnen Léser zu-
geschalteten Gleichung in sich nicht-lineare DGLs sein sollten, werden diese li-
nearisiert. Das heifit, falls im von der Finiten-Elemente-Methode erzeugte Glei-
chungssystem Ax = b A und b von x abhéngen, wird es in das Gleichungssystem
A(x)x = b(x) — A(xi—1)x; = b(x;—1) uberfithrt, bei dem in jedem einzelnen
Iterationsschritt ein Gleichungssystem zu lsen ist, das linear in x; ist.

4. LGS Iosen: Die innerste Iterationshierarchie ist das Losen der linearen Gleichung
Ax = b. Dazu stehen verschiedene numerische Losungsmethoden aus 3 verschie-
denen Methoden-Familien zur Verfiigung. Implementiert sind unter anderem die
direkten LGS-Loser LAPACK und UMFPACK [12], die Krylov-Unterraum-Metho-
den ,Konjungierte Gradienten“ (CG), BiCGStab und GMRES sowie die Multigitter-
Methoden GMG und AMG. Um die Konvergenz der Krylov-Unterraum-Metho-
den zu verbessern, konnen Vorkonditionierer wie die unvollstandige LR-Zerlegung
benutzt werden.

Die Zeitintegration kann auch weggelassen werden. Die Gleichgewichtsiteration ist
dann die duflerste Hirarchie. In diesem Modus versucht Elmer eine Losung der DGL zu
finden, die nicht mehr von der Zeit abhingt, also dem Gleichgewichtszustand entspricht.
Es ist dann aber nicht mehr mdoglich eine Aussage iiber die Zeit zu machen, die das
System beno6tigt hat um in den Gleichgewichtszustand zu kommen.

Um die Chancen auf Konvergenz beim Linearisieren in Schritt 2 oder 3 zu erhéhen, kann
ein ,,Relaxation Factor* a gewéhlt werden. Damit werden die x; eines Iterationsschrittes
durch @} = ax; + (1 — a)x;_; ersetzt.
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Name Wert
Adiabatenexponent -~y 1.4
Isobare spezifische Warmekapazitat cp 1.01 klg—JK
Molekiildurchmesser (Hartkugelmodell) o 0.37nm
TMAC o, 1.0
TAC ar 1.0

Tabelle 3.1: Werte verwendeter Materialparameter

3.3.3 Gewidhlte Parameter

Die materialabhéngigen Parameter wurden so gewéhlt, dass sie trockener Luft entsprechen.
Die in Kapitel 3.3.1 verwendeten Gleichungen sind aber aus den Voraussetzungen fiir ideale
einatomige Gase aus ,harten Kugeln“ hergeleitet. Luft ist aber ein vor allem aus zwei
zwei-atomigen Molekiilsorten (N3, O2) bestehendes Gemisch. Da die beiden wichtigsten
Parameter — der Durchmesser eines Molekiils im Hartkugelmodell o und die Massen der
Molekiile von Sauerstoff und Stickstoffen — sehr &nlich sind, wird kein zu grofler Fehler
gemacht, wenn Durchschnittswerte dieser Parameter in Modelle fiir einatomige ideale
Gase eingesetzt werden. Das Massenverhéltnis ist mo/my = 1.14 und das Verhaltnis der
Molekiildurchmesser ist on, /00, = 1.039. Die Zahlen fiir den Molekiildurchmesser des
Hartkugelmodells wurden [11] entnommen; sie stammen aus Viskositdtmessungen. Wo die
groflere Anzahl von Freiheitsgraden von Molekiilen gegeniiber Atomen eine Rolle spielt,
wie zum Beispiel in der Formel fiir die Warmeleitfahigkeit, wurde sie durch entsprechende
Werte v und cp beriicksichtigt.

Fiir Werte fiir den tangential momentum accommodation coefficient (TMAC) o), gibt
es nur wenige Quellen und es wurden keine gefunden, die ihn fir iiber Wéande aus
Glimmer stromende Luft messen. In einer Doktorarbeit [13] wurden aber der TMAC
von verschiedenen tiber Silizium stromende Gase untersucht, wobei diese immer um 0.8
lag und in einem Artikel [6] wurde o, fiir tiber Glas stromende Luft abgeschéatzt; das
Ergebnis ist ebenfalls 0.8. Es ist zu vermuten, dass der TMAC bei Lichtmiihlen sehr hoch
liegt, sonst wiirden sie ja nicht gut funktionieren, deshalb wurde in dieser Diplomarbeit
TMAC = 1 gewéhlt. Wie im Theorieteil dargelegt, beschreiben TMAC und TAC das
Verhéltnis von diffuser und reflektierender Wechselwirkung zwischen Teilchen und Wand.
Daher miissen TMAC und TAC fiir die selbe Wand-Gas-Kombination sehr d&hnlich sein.
Aus diesen Griinden wurde der TAC auch auf 1 gesetzt.

In Tabelle 3.1 sind alle benutzten Materialgréflen zusammengefasst. Falls nicht aus-
driicklich bei der Prasentation von Ergebnissen andere Werte genannt werden, wurden
diese Werte verwendet.
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>
>

X

Abbildung 3.1: Mafistabgetreue Abbildung des Gitters des Verifikationstestfalls. Der Kanal hat
ein Hohen-Léngen-Verhéltnis von 1:10, relativ dazu haben die Container je eine Hohe von 11
Kanalhohen und eine Liange von 5 Kanalhchen

Name Wert
Referenzdruck P, 101325 Pa
Temperatur links 77, 300K
Temperatur rechts Ty 400K
Molekiildurchmesser (Hardkugelmodell) o | 0.3678 nm

Tabelle 3.2: Verwendete Parameter fiir den Verifikationstestfall. Weitere benotigte Parameter
sind identisch mit Tabelle 3.1.

3.4 Verifikation der Implementierung

3.4.1 Test von Maxwells Geschwindigkeitsrandbedingungen

Um zu priifen, ob die Implementierung von Maxwells Randbedingung 3.25 richtige
Ergebnisse liefert, wurde ein von [3] und [14] benutzter Testfall gerechnet und die Resultate
mit diesen Quellen verglichen. Der Testfall besteht aus aus zwei Containern, die mit
einem Kanal verbunden sind. Er ist in Abbildung 3.1 dargestellt. In Tabelle 3.2 sind die
Werte der physikalischen Parameter dieses Testfalls aufgelistet. Auf den Wénden des
Kanals wurden ein Temperaturwerte gesetzt, die linear mit x von 71, nach Ty verlaufen;
auf den Kanalwénden herrscht somit ein linearer Temperaturgradient.

In [3] wird eine ,,Direct Simulated Monte Carlo“ (DSMC) Methode verwendet und in [14]
der gleiche Ansatz wie in dieser Diplomarbeit: Verwendung von Maxwells Randbedingung
mit Navier-Stokes-Gleichung.

In der Simulation fithrt die thermische Transpiration zu einem Gasfluss an den Kanal-
wénden in Richtung des wéirmeren, rechten Containers. Daraus ergibt sich ein héherer
Druck im rechten Container, der fiir einen Gasfluss in der Mitte des Kanals in Richtung
des linken Containers sorgt. Im Gleichgewichtszustand sind die Massenfliisse in beide
Richtungen gleich gro und die Druckdifferenz zwischen den beiden Containern bleibt
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Kanalhthe h (ym) | Kn AP;, (Pa) nach [3] | AP (Pa) Mktifgfp
1.5 0.053 | 336.0 335.9 0.0004
0.65 0.122 | 1409.0 1352.6 0.05
0.22 0.36 | 8832.0 6425 0.27

Tabelle 3.3: Vergleich der Druckdifferenzen der eigenen Simulation mit den numerischen Ergeb-
nissen von [3].

auf einem konstanten Wert.

Diese Simulation wurde fiir drei verschiedene Knudsenzahlen durchgefiihrt. Als sys-
tembeschreibende Knudsenzahl wurde die Knudsenzahl in der Mitte des Kanals gewahlt
dort war der Druck gerade der Referezdruck Py und die Temperatur % = 350K.
Als ,Abmessung des Systems* d diente die Kanalhéhe h. Kn wurde nur iiber die Kanal-
hohe variiert, der Referenzdruck Py und die Temperaturen blieben immer die gleichen.
Da immer das gleiche Gitter verwendet wurde, bestimmte die Kanalhohe h auch die
physikalischen Abmessungen des Gitters.

In Abbildung 3.2 sieht man, wie die thermische Transpiration fiir einen Gasfluss entlang
der Kanalwinde in Richtung des warmeren Containers sorgt. Die Geschwindigkeiten
sind um so hoher, je grofler Kn ist. Im dort abgebildeten Gleichgewicht sind auch die
Rickfliisse mit steigender Kn immer gréfler, da sie durch eine héhere Druckdifferenz in
den Containern verursacht werden. Die verschiedenen Druckdifferenzen AP, die sich fiir
bestimmte Kn einstellen, sind in Tabelle 3.3 aufgelistet, und mit den Werten einer DSMC
Simulation von [3] verglichen. Wihrend bei niedrigen Kn sehr gute Ubereinstimmung
herrscht, werden die Abweichungen fiir hohe Kn immer gréfler. Das kann von der in Kapitel
2 besprochenen besseren Eignung von Teilchenmodellen gegeniiber Kontinuumsmodellen
fiir hohe Kn herriihren.

Abbildung 3.3 zeigt den Verlauf des Drucks im Gleichgewichtszustand fiir die drei
unterschiedlichen Kn-Werte aus Tabelle 3.2. Man sieht deutlich die Zunahme der Druck-
differenzen zwischen den beiden Containern fiir steigende Knudsenzahlen. Die Druckwerte
sind auf deiner Parallelen zur x-Achse durch die Mitte des Kanals.

3.4.2 Test von Smoluchowskis Temperaturrandbedingungen

Smoluchowskis Temperaturrandbedingungen wurden mit einem anderen Testfall erprobt,
da in einem langen Kanal, in dem die gegeniiberliegenden Seiten die gleiche Temperatur
haben, g% fast exakt 0 ist. Es wurde ein Testfall aus 4] nachgerechnet, der aus einem
Rechteck besteht, auf dessen obere Wand 350 K und auf allen anderen 3 Wéanden 300 K
gesetzt sind. Waren auf den Réndern normale Dirichlet-Randbedingungen gesetzt, wiirde
der Temperaturverlauf im Gas von unten nach oben bei genau 300 K beginnen und
bei genau 350 K enden. Mit Smoluchowskis Temperaturrandbedingungen weicht die
Temperatur des Gases an der Wand von der Temperatur der Wand ab. Diese Abweichung
wird mit steigender Knudsenzahl Kn grofier. Abbildung 3.4 zeigt dieses Verhalten als
Ergebnis des Testfall aus [141]. Es wurde der Temperaturverlauf fiir verschiedene Kn-
Werte auf einer Linie durch die Mitte des Rechtecks von unten nach oben gezeichnet.
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Abbildung 3.2: Geschwindigkeitsprofile fiir die 3 verschiedenen Kanalhthen h beziehungsweise
Knudsenzahlen Kn des Verifikationstestfall im Gleichgewichtszustand. Es wurde die Parallele
zur y-Achse ausgeschnitten, die in der Mitte des jeweiligen Kanals liegt.

Der Referenzdruck blieb immer konstant. Somit wurde die Knudeszahl nur iiber die
Rechteckshohe variiert. In Tabelle 3.4 stehen die fiir diesen Testfall verwendeten Parameter.
Einige Parameter des Temperatursprung Testfalls fehlten in [14] beziehungsweise waren
falsch angegeben. Das wurde in einer E-Mail-Korrespondenz mit einem der Autoren
geklart.

Das Rechteck hat ein Léngen-Hohenverhéltnis von 30:1 fiir alle verwendeten Héhen
h. Kn wurde gleich wie im Testfall fiir Maxwells Randbedingung bestimmt: Also die
mittlere freie Wegldnge A in der Mitte des Rechtecks mit Gleichung 3.26 errechnet und
durch die eingestellte Hohe h des Rechtecks geteilt.

Der Verlauf der Kurve in 3.4 stimmt fiir Kn = 0.1 sehr gut mit [1] iiberein. Fiir Kn = 0.5
und Kn = 0.77 weichen die Schnittpunkte der Kurven mit der y = 0 Achse leicht von denen
in [14] ab. Die relative Abweichung der Schnittpunkte liegt unter 1%. Ob diese kleinen
Abweichungen tatsichlich durch die unterschiedlichen Implementierungen hervorgerufen
wurden oder es trotz des E-Mail-Kontakts mit den Autoren kleine Unterschiede zwischen
den verwendeten Parametern gab, konnte nicht abschlieend geklért werden.
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Abbildung 3.3: Durch Py normierter Druckverlauf durch das gesamte Gitter entlang einer durch
die Mitte des Kanals verlaufenden Parallelen zur x-Achse. Die Simulation hat fiir alle drei Kn

den Gleichgewichtszustand erreicht.

T/ Tmax

Name Wert
Referenzdruck Py 101325 Pa
Temperatur oben 350K
Temperatur rechts links unten 300K
Molekiildurchmesser (Hartkugelmodell) o | 0.31623 nm
Isobare spezifische Warmekapazitit cp 1006 1%%{

Tabelle 3.4: Verwendete Parameter fiir den Temperatursprungtestfall. Weitere benotigte Parameter
sind identisch mit Tabelle 3.1.
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1.18
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Abbildung 3.4: Vergleich der durch Temperatursprungrandbedingung erzeugten Temperaturver-
laufe durch die Mitte des Rechtecks fiir verschiedene Hoéhen h beziehungsweise Kn-Werte und
normalen Dirichlet-Randbedingungen.
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2cm von jeder Fligelseite entfernten Kasten liegt. In der Nahe der Fliigelkanten ist die

Gitter mit 181466 Elementen des 2.3 cm x 0.015cm groflen F1
Elementdichte besonders hoch.

Abbildung 4.1
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Abbildung 4.2: Stark vergroBerter Ausschnitt des Bereiches um die linke Fliigelkante von Abbildung
4.1

von einem sechstel der Fliigeldicke d ersetzt. d = 0.015 cm fiithrt deshalb auf Eckkreisradius
r = 25nm. Das Aussehen einer abgerundeten Fliigelkante ist in Abbildung 4.2, die einen
stark vergroflerten Ausschnitt aus Abbildung 4.1 zeigt, zu sehen. Leider traten diese
Spitzen in den F; weiterhin auf, wenn auch in abgeschwéchter Form. In Abschnitt 4.3.1
wird darauf genauer eingegangen.

Das Fliigelinnere wurde nicht mitsimuliert, sondern nur die Strémung um den Fliigel
mit allen Modellen aus Kapitel 3.3.1. Das heifit, der Fliigel bestand in der Simulation nur
aus den auf seinem Rand gesetzten Randbedingungen. Auch die einfallende Lichtstrahlung
wurde nicht simuliert, sondern es wurde angenommen, dass das einstrahlende Licht zu
einer héheren Temperatur auf der schwarzen Seiten fiihrt. Also wurden auf die beiden
langen Seiten des 2D-Fliigels zwei unterschiedliche Temperaturen gesetzt und auf den
beiden kurzen Seiten ein linearer Temperaturverlauf von der kalten zur warmen Seite.

Die Lichtmiihle in der Simulation ist statisch, das heifit der Fliigel bewegt sich nicht.
Die durch Maxwells Randbedingungen hervorgerufenen Stréomungen um die Fligelkanten
sorgen aber fiir eine viskose Kraft F' auf den Fliigel, die in der Simulation errechnet wird
und aus der sich ein auf den Fliigel wirkendes Drehmoment bestimmen l&sst.

Die Kraft F,,, die durch eine viskose Stromung in x-Richtung iiber eine weit ausgedehnte
Flache A, die in der x-z-Ebene liegt, erzeugt wird, ist

F,=p—A (4.1)

oy
Verallgemeinert man die Vorrausetzungen von Gleichung 4.1 auf eine beliebige Stromung
u, die iiber eine beliebige Oberfliche A fliefit, ergibt sich

F— / S do. (4.2)
A

In Gleichung 4.2 ist 7 der auf 1 normierte Normalenvektor und S der Spannungstensor
aus Gleichung 3.20. Man sieht in Gleichung 4.1, dass die Richtung der Kraft nicht von der
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Richtung der Stréomung sondern von dem Vorzeichen der Ableitung abhéngt. Thermische
Transpiration ist eine Stromung, die auf der Wand am starksten ist und abnimmt je
weiter man sich von ihr entfernt, deshalb erzeugt sie eine Kraft auf die Wand entgegen
ihrer Fliefrichtung.

Elmer bietet mehrere Methoden, die durch viskose Stromung auf Rénder wirkende Kréfte
pro Knoten F;, zu bestimmen; eine davon ist die numerische Ausfithrung des Integrals
aus Gleichung 4.2. Mit den F; ergibt sich das Drehmoment D iiber das Kreuzprodukt
D =), r; x F;, wobei i iiber alle Knoten des Fliigelrandes lauft. r; sind die Abstédnde
von der Drehachse zu den Fliigelknoten. Die Drehachse wurde auch nicht mitsimuliert,
sondern ist nur eine Koordinate bei der Berechnung des Drehmoments. Diese Koordinate
wurde so gewéahlt, dass der Abstand der Drehachse zum Fliigelschwerpunkt in Experiment
und Simulation gleich ist. Dieser Abstand ist 2.02 cm. Somit sollte sich die Drehachse
am Ende einer geraden Linie mit 0.86 cm Lénge, die senkrecht auf der Mitte der rechten
kurzen Seite steht, befinden. Die 0.86 cm wurden auf 1 cm gerundet.

Es spielt keine Rolle, dass die Lichtmiihle im Experiment relativ zur Drehachse rauten-
formig, aber in der Simulation dagegen mit einer der beiden langen Seiten parallel zur
Drehachse steht, so lange der Abstand von Schwerpunkt und Drehachse gleich grof ist.
Das liegt an der Symetrieeigenschaft des Tragheitstensors eines Quaders.

Die 2D-Simulation produziert Stromungen um den Fliigel, die einem in die dritte
Dimension (z-Richtung) unendlich ausgedehnten Fliigel entsprechen. Die von Elmer
errechneten F; sind so normiert, dass sie den Kréften auf einem in z-Richtung 1m
grofen Teilstiick entsprechen. Um die Drehmomente der Simulation mit dem Experiment
vergleichen zu koénnen, wurde das resultierende Drehmoment mit dem Faktor 0.023
multipliziert; also entsprechend den 2.3 cm, die der reale Fliigel eigentlich hoch ist. Des
Weiteren wird das Drehmoment noch mit zwei multipliziert, da in es in der Simulation
nur zwei Kanten mit Temperaturgradient gibt, bei einem 3D-Fliigel dagegen vier. Als
letztes wird noch ein Faktor 4 hinzumultipliziert, weil die Lichtmiihle im Experiment
vier Fliigel hat. Das resultierende Drehmoment Dieg ist also Dyes = 2 - 4l1e1 Dgimy mit der
relativen Lange des Fliigels I, = 0.023.

4.2 Experimentelle Daten

Die Parameter der Lichtmiihlensimulation sind so gewéahlt, dass die Simulation mit Mes-
sungen einer Zulassungsarbeit und einer Diplomarbeit vergleichbar ist. In Herr Geyers
Zulassungsarbeit [16] wurden Druck-Drehfrequenz- sowie Druck-Drehmoment-Messungen
durchgefiihrt. In Herr Duffners Diplomarbeit [15] wurde zusétzlich noch die Lichtleistung
variiert. Der Artikel [17] lieferte ebenfalls Lichtleistung-Drehfrequenz-Daten. Die Dreh-
momente wurden aus Messungen der Abklingzeiten der Bewegung nach Ausschalten der
Beleuchtung unter Annahme von Stokesscher Reibung (Fieip ~ v) bestimmt. Aus diesen
Messungen lassen sich folgende Zusammenhénge ableiten:

e Sowohl Drehgeschwindigkeit als auch Drehmoment D wachsen linear mit der von
der Beleuchtungsanlage aufgenommenen Leistung.
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Abbildung 4.3: Experimentelle Daten aus [16] und [15]: Umdrehungen pro Sekunde f der Licht-
miihle in Abhéngigkeit des Drucks P in der Kammer fiir zwei verschieden starke Beleuchtungen

e Wie in Abbildung 4.3 zu sehen ist, hat die Drehfrequenz f ein klares Maximum bei
einem bestimmten Druck Fyp¢. Die Frequenz f fallt sowohl bei gegen 0 strebende
P als auch bei grolen P auf 0 ab, wobei der Abfall von f fiir grofle P exponentiell
zu sein scheint.

o P,pt ist nicht von der Stirke der Beleuchtung abhéngig.

Da f und D linear mit der Lichtintensitdt wachsen, muss die geschwindigkeitsabhéangige
Reibung noch sehr klein sein. In Abbildung 4.3 scheint Py fiir die beiden Kurven
unterschiedlich zu sein. Weitergehende Messungen in [15] zeigen aber, dass es zwar
Schwankungen bei Py, gibt, sich aber kein Trend bei wachsenden Lichtleistungen ableiten
lasst.

Abbildung 4.4 zeigt das Drehmoment, das auf die Lichtmiihle wirkt, die in dieser
Diplomarbeit simuliert wurde. Auflerdem vergleicht sie die Form der Drehmomentkurve
mit der Form der Frequenzkurve. Das ist wichtig, da die Drehmomentkurve in Abbildung
4.4 die einzige ist, die zum Vergleich vorliegt, und die meisten weiteren Zusammenhénge aus
Drehfrequenzkurven gewonnen werden mussten. Eine weitere Drehmoment-Druckkurve
zeigt Abbildung 4.5. Die Lichtmiihle, die in dieser Messung verwendet wurde, wurde
allerdings nicht simuliert.

Auch wenn die Drehmoment-Druckverlaufe das Maximum bei etwas héheren Driicken
als die Frequenzkurven haben, wurde davon ausgegangen, dass die Verlaufe &hnlich sind.
Die Unterschiede zwischen den Drehmomentverlaufen und Frequenzverldufen kénnen
auch leicht durch Messfehler hervorgerufen werden oder sie wiirden vielleicht besser
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Abbildung 4.4: Drehmoment-Druckverlauf aus [16] verglichen mit der Form des Drehfrequenz-

Druckverlaufs der Lichtmiihle, nach der die simulierte Lichtmiihle dieser Diplomarbeit modelliert
wurde.
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Abbildung 4.5: Drehmoment-Druckverlauf aus [15] verglichen mit der Form des Drehfrequenz-

Druckverlaufs einer Lichtmiihle, die nicht simuliert wurde.
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iibereinstimmen, wenn Vergleichswerte fiir grofiere Druckbereiche vorliegen wiirden.

Abschatzung des Temperaturgradienten

Leider wurden von [16] und [15] keine Messungen der Temperatur, die auf Lichtmiihlen-
fliigel herrscht, durchgefithrt und es wurden auch keine anderen Quellen fiir solche Daten
gefunden. Aus den experimentell bestimmten Drehmomenten lésst sich mit Gleichung
3.33 aber eine Abschétzung der Temperaturdifferenz vornehmen. Ersetzt man die Scher-
spannung f in Gleichung 3.33 durch F'/A und die Ableitung der Temperatur durch den
Differenzenquotienten AT/d und setzt o, = 1 ergibt sich

F 752 k AT
A 102402 d

Weil A in Gleichung 4.3 die Flache ist auf der in der Lichtmiihle thermische Transpiration
stattfindet, gilt A = 4 - 4ld. Denn die ,Kantenfliche* eines Fiigels ist gerade vier mal
seine Dicke d mal seine Lénge [ und des Weiteren gibt es vier Fliigel in der Lichtmiihle.
AuBlerdem kann man die Kraft auf die Lichtmiihlenfliigel F' mit F = D/a durch das
gemessene Drehmoment D und der Abstand von Drehachse zu Fligelschwerpunkt a
ersetzten. Wenn man A und F' in Gleichung 4.3 so ersetzt und nach AT auflost ergibt
sich

(4.3)

64 Do?
C75v2al k-

Interessant ist, dass die Abschétzung von AT in Gleichung 4.4 nicht mehr von der
Fligeldicke d abhéngt. Setzt man die in diesem Kapitel genannten Abmessungen in

Gleichung 4.4 ein — also a = 2.02c¢m und [ = 2.3 cm — ergibt sich mit dem maximalen
Drehmoment D = 0.25 unNm aus Abbildung 4.4 ein AT von 3.2K.

AT (4.4)

4.3 Simulationsresultate

Es folgen nun die Simulationsergebnisse fiir die in Kapitel 4.1 beschriebene Lichtmiihle mit
den Parametern aus Tabelle 3.1. In der Simulation wurde ein Referenzdruck P und eine
initiale Gastemperatur T' = 293 K eingestellt, damit gibt die initiale Dichte im Behéalter
mit der idealen Gasgleichung 3.21. Auf die Aulenwéinde und die ,silbrige Seite“, die in
der Simulation immer die untere Seite des Fliigels ist, wurde ebenfalls T' = 293 K gesetzt.
Die ,schwarze Seite“ hatte eine um 20 K hoéhere Temperatur, also 313 K. Auf die beiden
kurzen Seiten wurde eine mit der y-Koordinate linear von 293 K auf 313 K steigende
Temperatur gesetzt. Da keine Informationen iiber die tatséchliche Temperaturdifferenz
AT auf Lichtmiihlenfliigeln vorlag, wurden einfach AT-Werte gewahlt, die Drehmomente
erzeugen, die zumindest in der selben Gréflenordnung liegen wie die experimentellen
Daten aus Abbildung 4.4.

Abbildung 4.6 zeigt die Temperaturverteilung, die sich im Gleichgewichtszustand und
einem Referenzdruck von 4 Pa eingestellt hat, und Abbildung 4.7 die entsprechende
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Temperature

Abbildung 4.6: Temperaturverteilung (K) um den simulierten Fliigel. Wegen Smoluchowskis
Randbedingungen erreicht das Gas an keiner Stelle die 313 K, die auf die obere Fliigelseite
gesetzt sind. Der Referenzdruck ist 4 Pa und AT = 20 K.

Geschwindigkeitsverteilung. Das Einzige, das das Gas zur Bewegung bringt, sind Tem-
peraturgradienten. Weil aber Smoluchowskis Randbedinungen dafiir sorgen, dass im
Gas auch entlang der langen Seiten Temperaturgradienten existieren, gibt es auch dort
Stromungen. Wie es nach der Theorie der thermischen Transpiration zu erwarten ist,
kommt es zu einer Stromung an den Ecken des Fliigels in Richtung der wérmeren, oberen
Seite. Weil die Stromung auf dem Rand des Fliigels am stérksten ist und mit zunehmender
Entfernung vom Fliigel abnimmt, ist die viskose Kraft nach unten, also entgegen der
Richtung der Stromung, gerichtet. Das heifit die simulierte Lichtmiihle wiirde sich wie
eine echte mit der silbrigen Seite voran drehen. Die beschriebene Stromung um die
Fligelkannte herum ist in Abbildung 4.8 zu sehen.

Abbildung 4.9 und 4.10 zeigen die x- beziehungsweise y-Komponente der Gleitge-
schwindigkeit auf dem Fligelrand. Man kann in ihnen deutlich besser die Werte und
Verteilung der Geschwindigkeiten sehen als in Abbildung 4.7 oder 4.8. Natiirlich ist
Geschwindigkeitskomponente, die senkrecht auf dem Rand liegt immer 0, da dies die
Randbedingung einer undurchdringlichen Wand ist.

4.3.1 Viskose Kriafte auf dem Fliigel

Die auf den Fliigel wirkende viskosen Kréfte sind das wichtigste Detail der Simulation,
da mit ihnen das Drehmoment, also die Vergleichsgrofie mit den Experimenten bestimmt
wird. In anfinglichen Testrechnungen gab es grofie Probleme mit den simulierten Kréften.
Der Fliigel wurde dort zunéchst mit einem Rechteck ohne abgerundete Ecken modelliert,
was zu sehr starken Ausreiffern in den Kraftwerten F; auf den vier Eckknoten fiithrte. Die
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4.6

Abbildung 4.8: Vergroflerter Ausschnitt der rechten Fliigelkante aus Abbildung 4.7. Die Pfeile
stehen fiir die Geschwindigkeitsvektoren. Nur ihre Lénge ist proportional zum Betrag der
Geschwindigkeit; ihre Haufigkeit hdngt von der Knotendichte ab.

o1



0.5
Uy (m/s)

0@ :

4 Ergebnisse

0.15

Abbildung 4.9: x-Komponente der Geschwindigkeit u, (Punkte) auf der rechten Kante des Fliigels
(durchgezogene Linie) fiir die selbe Simulation wie in Abbildung 4.6.

0.45

0.3 r

uy (m/s)
0.15

)

Lo

Abbildung 4.10: y-Komponente der Geschwindigkeit u, (Punkte) auf der rechten Kante des
Fliigels (durchgezogene Linie) fiir die selbe Simulation wie in Abbildung 4.6.
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Abbildung 4.11: x-Komponente der Kraft pro Lénge F. /I (Punkte) auf der linken Kante des Fliigels
(durchgezogene Linie) in willkiirlichen Einheiten fiir die selbe Simulation wie in Abbildung 4.6.

Ausreifler waren auflésungsabhéngig und damit sicher unphysikalisch. Weil als Grund fiir
ihr Auftreten die Nicht-Differenzierbarkeit von Ecken vermutet wurde, wurde versucht
durch Abrunden der Ecken dieses Problem zu Losen.

Abbildung 4.11 und 4.12 zeigen die x- beziehungsweise y-Komponente der Kraft pro
Lénge (F/1) auf einen kleinen Ausschnitt der linken, schon abgerundeten Fliigelkante,
die als durchgezogene Linie ebenfalls zu sehen ist. Man erkennt klar, dass die grofiten
Krifte auf die Kante wirken und auf den langen Fliigelseiten abfallen. Wegen des
Kreuzproduktes D = r x F und der Position der Drehachse, hat die x-Komponente von
F nur Auswirkungen im Promillbereich auf das resultierende Drehmoment D.

Die negativen F,-Werte in Abbildung 4.12 sind der wichtigste Beitrag zum Drehmoment
und wiirden im Fall eines beweglichen Fliigels fiir eine Bewegung in negative y-Richtung
sorgen. Zum Teil werden sie durch die positiven F,-Werte auf den runden Ecken des
Fliigels wieder kompensiert.

Man erkennt in Abbildung 4.11, dass es dort eine Spitze im F,-Verlauf gibt, wo das
gerade Stiick der kurzen Kante in die Abrundungen der Ecken iibergeht. Analog dazu
gibt es auch Spitzen im F,-Verlauf in Abbildung 4.12 an den Stellen, wo die langen
Seiten in die Viertelskreise miinden. Wie auch schon die nicht gezeigten Spitzen in den
Kraftverlaufen auf den Ecken von perfekt rechteckigen Fliigeln, wachsen auch Spitzen
auf den abgerundeten Fligeln mit der Auflosung, wenn auch deutlich schwécher. Die
starkere Auspriagung der Spitzen sieht man deutlich in Abbildung 4.13 und 4.14, die den
Kraftverlauf in eine sehr hohe Auflésung zeigen. Abbildung 4.13 und 4.14 zeigt einen
Fliigel mit einer anderen Dicke d als die bisher gezeigten und wurden ohne Temperatur-
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Abbildung 4.12: y-Komponente der Kraft pro Lange F), /I (Punkte) auf der linken Kante des Fliigels
(durchgezogene Linie) in willkiirlichen Einheiten fiir die selbe Simulation wie in Abbildung 4.6.

sprungrandbedingungen erzeugt, was die Spitzen deutlicher hervortreten lasst. Die Spitzen
wuchsen aber auch in den mit der bisherigen Konfiguration getétigten Simulationen.
In Kapitel 4.4 wird genauer auf Simulationen ohne Smoluchowskis Randbedingungen
eingegangen.

Ubergiinge von Kreisabschnitten in ihre Tangenten sind nur einmal stetig differenzierbar.
Weil die Navier-Stokes-Gleichungen Differenzialgleichungen zweiter Ordnung sind, kann es
sein, dass dies der Grund fiir das Auftreten der Spitzen an den Ubergéingen von geraden
und kreisformigen Abschnitten des Fliigels ist. Leider konnte dieser Sachverhalt aus
Zeitmangel nicht mehr eindeutig geklart werden. In jedem Fall fithren die Spitzen in F,
solange ihre Ursache nicht bekannt ist, zu Unsicherheiten in allen weiteren Ergebnissen.

Die Abrundung der Ecken brachte dennoch eine Verbesserung gegeniiber den urspriing-
lich verwendeten und hier nicht gezeigten rechtwinkligen Ecken. So sieht man in Tabelle
4.1, dass das resultierende Drehmoment D mit steigenden Knotenzahlen N zu konvergie-
ren scheint, auch wenn die Spitzen in den Kraften mit N gréer werden. Diese Konvergenz
von D war bei Simulationen, die rechtwinklige Ecken verwendeten deutlich schlechter.
N ist in Tabelle 4.1 nicht die gesamte Knotenzahl, sondern die Zahl der Knoten auf
dem Fliigelrand. Die Simulationseinstellungen sind in Tabelle 4.1 die gleichen wie in
Abbildung 4.13 und 4.14; diese Abbildungen sind mit den Daten der Simulation mit
N = 2840 erstellt worden.
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Abbildung 4.13: x-Komponente der Kraft pro Liange F,/l (Punkte) auf der linken Kante des
Fliigels (durchgezogene Linie) in willkiirlichen Einheiten bei sehr hoher Elementdichte zur
Verdeutlichung der Spitzen in den F,-Werten.

Abbildung 4.14: y-Komponente der Kraft pro Lange F,/l (Punkte) auf der linken Kante des
Fliugels (durchgezogene Linie) in willkiirlichen Einheiten bei sehr hoher Elementdichte zur
Verdeutlichung der Spitzen in den F,-Werten.
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Knoten N | Drehmoment D (Nm)
696 1.47025518 - 107
1070 1.45789741 - 107
1342 1.45618222 - 107
1772 1.45569079 - 10~7
2840 1.45559889 - 10~ 7

Tabelle 4.1: Abhéngigkeit des resultierenden Drehmoments D von der Zahl der Knoten auf dem
Fligelrand N. Man sieht, dass D relativ konstant bleibt, obwohl die Spitzen in den Kréaften
auf dem Fliigel mit N wachsen.
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Abbildung 4.15: Drehmoment D auf die simulierte Lichtmiihle in Abhéngigkeit des Drucks P bei
AT =20K

4.3.2 Simulierte Druck-Drehmomentkurven

Wenn die Simulation fiir ein P den Gleichgewichtszustand erreicht hatte, wurde das
Drehmoment D aus den viskosen Kréften auf den Fliigel berechnet und die Simulation
mit einem neuen P gestartet. Die sich daraus ergebenden Druck-Drehmomentkurven
bieten Vergleichsméglichkeiten mit den Experimenten.

Abbildung 4.15 und 4.16 zeigen die Variation des Betrags des Drehmoments D mit
dem Referenzdruck P fiir zwei verschiedene Druckbereiche. Dabei zeigt sich zunéchst,
dass die simulierten Kurven die gleichen qualitativen Eigenschaften wie die gemessenen
haben: Fiir P — 0 und P — oo geht D gegen 0. Der Abfall des Drehmoments fiir groe P
ist exponentiell und es gibt ein Maximum des Drehmoments Dy, bei niedrigen Driicken,
namlich bei 4 Pa.

Quantitativ gibt es allerdings deutliche Unterschiede zwischen Simulation und Experi-
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Abbildung 4.16: Drehmoment D auf die simulierte Lichtmiihle in Abhéngigkeit des Drucks P bei
AT =20K

ment. So ist der Druck, bei dem das maximale Drehmoment auftritt, in der Simulation
doppelt so hoch wie im Experiment. Der Abfall von D bei steigendem P fallt in der
Simulation deutlich schwécher aus. Der Vergleich ist zunéchst nicht so einfach, weil, wie
man in Abbildung 4.4 sehen kann, nur Messungen bis 4 Pa vorliegen. Aus Abbildung
4.5, die an einer anderen Lichtmiihle gemessen wurde, kann man aber schlieflen, dass der
Abfall des Drehmomentes zumindest &hnlich wie der Abfall der Drehfrequenz f ist, und
diese zeigen, wie man in Abbildung 4.3 sehen kann, einen sehr viel schnelleren Abfall bei
steigendem Druck. Des Weiteren ist das maximale Drehmoment bei AT = 20 K zu klein.
Erst bei ca. 40 K Temperaturdifferenz stimmen die maximalen Drehmomente {iberein.
Diese Temperatur ist eine ganze Gréflenordnung hoher als das Resultat der Abschétzung
in Gleichung 4.4, welches AT = 3.2K ergab. Damit scheinen die Drehmomente, die die
Simulation produziert, zu niedrig zu sein. Aber ohne das Wissen iiber die tatséchlichen
Temperaturen auf einem Lichtmiihlenfliigel ist es nicht moglich, eine klare Aussage iiber
die Giite der Simulation in Bezug auf das maximale Drehmoment zu treffen.

4.3.3 Variation der Fliigelform

Als néchstes wurden Drehmoment-Druckkurven fir verschiedene Fligelformen untersucht.
Dazu wurden zwei weitere Gitter mit je verschiedenen Fiigeldicken d = 0.25 mm und
d = 1mm erzeugt. Der Radius der Viertelskreise in den vier Ecken des d = 0.25 mm
Fligels war wie beim d = 0.15mm Fliigel ein sechstel seiner Dicke, beim d = 1 mm
Fliigel dagegen wurde der gleiche Radius r wie beim d = 0.25 mm Fliigel benutzt — also
r = 41.6 pm. Die Linge [ war bei allen drei Fliigeln gleich, also 2.3 cm.
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Abbildung 4.17: Drehmoment-Druckverlauf bei AT = 20 fiir alle drei Fliigeldicken d. Unterschied-
liche d fihren zu deutlich unterschiedlichen Kurvenverlaufen.

In Abbildung 4.17 werden die Drehmoment-Druckkurven fiir die drei verschiedenen
Fliigel verglichen. Man sieht, dass sich unterschiedliche Kurvenverlaufe ergeben. Insbe-
sondere wird das maximale Drehmomente Dy, bei verschiedenen Driicken erreicht und
nimmt unterschiedliche Werte an. Auflerdem ist der Abfall der Kurven bei grolen P
unterschiedlich stark. Die genauen Werte von Dy, kann man Tabelle 4.2 entnehmen.
Es ist interessant, dass der d = 1 mm Fliigel zwar das grofite maximale Drehmoment hat,
D aber so schnell fiir hohe P abfillt, dass er bei 100 Pa kleinere Drehmomente als die
anderen beiden Fliigel erzeugt.

Zwar haben die gemessenen Drehmoment-Druckkurven von zwei verschiedenen Licht-
miihlen in Abbildung 4.4 und 4.5 auch unterschiedliche Verldufe, man kann aber die
Unterschiede dennoch nicht mit der Simulation vergleichen, da sich die zwei Lichtmiihlen
nicht nur in der Dicke der Fliigel sondern auch in der Lange und vor allem auch im
Material unterscheiden, was unterschiedliche TMAC- und TAC-Werte zur Folge haben
kann.

4.3.4 Variation der Temperaturdifferenz

Als néchstes wurden die Temperaturdifferenzen AT variiert, in dem die Temperatur
der warmen, oberen Fliigelseite gedndert und alle anderen Temperaturen wie zuvor
auf T = 293K festgehalten wurden. Wenn ansonsten alle Parameter gleich bleiben,
fihren hohere AT zu einer Drehmoment-Druckkurve, deren Drehmomente um einen
Faktor gréfer sind, der proportional zur Anderung des AT-Wertes ist. Das kann man in
Abbildung 4.18 gut sehen. Das maximale Drehmoment wéchst also linear mit AT und
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Abbildung 4.18: Drehmoment-Druckverlauf fiir drei verschiedene Temperaturdifferenzen AT'. Die
Drehmomente D skalieren linear mit AT.

d = 0.15mm d = 0.25mm d=1mm
AT (K) | Popt (Pa) | AT (K) | Popt (Pa) | AT (K) | Popt (Pa)
5 4 5 7 5 6.5
10 4 10 7 10 6.5
15 4 15 7 15 6.5
20 4 20 7 20 6.5
50 4 50 6.5 50 6.5
100 4 100 6.5 100 6.5

Tabelle 4.2: Der Druck Py, bei dem das maximale Drehmoment Dyyax erreicht wurde, fiir
simulierten Fiigeldicken d und Temperaturdifferenzen AT. Man sieht, dass P,y von der
Fliigelform jedoch nicht von AT abhéngt.

wird immer beim gleichen Druck P,y erreicht. Diese beiden Sachverhalte sind in Tabelle
4.2 und in Abbildung 4.19 dargestellt.

Bei dem d = 0.25 mm Fliigel scheint P, fiir grofie AT in Tabelle 4.2 kleiner zu werden.
Die Anderung von P,y ist allerdings sehr klein. Wahrscheinlich ist es nur ein Resultat des
Samplings des Drucks bei der Parameterstudie, das 0.5 Pa war. Es ist zu vermuten, dass
Pyt des d = 0.25 mm Fliigels eigentlich zwischen 7 und 6.5 Pa liegt und wahrscheinlich
wiirden feinere Parameterstudien dies bestétigen.

Das linare Wachstum von Dy,ax mit AT und die Konstanz von P,y sind in gutem
Einklang mit den experimentellen Daten.
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Abbildung 4.19: Zusammenhang zwischen gesetzter Temperaturdifferenz AT und dem maximal
erreichten Drehmoment D, fir alle drei Fligeldicken d

4.3.5 Variation der Akkomodationskoeffizienten

Weil die Akkomodationskoeffizienten o, und o7 in den Experimenten nicht bekannt sind
und die Literatur von hohen Werten ausgeht, wurden sie in allen bisherigen Simulationen
auf 1 gesetzt. In diesem Abschnitt wird kurz auf ihren Einfluss auf die simulierten
Drehmomente eingegangen. Aufgrund der Theorie erwartet man ein Absinken der durch
thermische Transpiration verursachten Strémung und damit des wirkenden Drehmoments
D, weil der Effekt auf einem Impulsaustausch mit der Wand basiert und o, ja gerade
der Anteil der Teilchen ist, bei denen ein Impulsaustausch mit der Wand stattfindet.
Abbildung 4.20 zeigt deutlich, dass kleinere Akkomodationskoeffizienten zu kleineren
D fiihrt. Weiterhin zeigt Abbildung 4.20, dass es zu einem Abflachen der gesamten
Drehmomentkurve kommt und Dy, sich zu gréfleren Driicken hin verschiebt. Diese
beiden Konsquenzen sind nicht direkt aus der Definition der Akkomodationskoeffizienten
ersichtlich.

Zur besseren Ubersicht enthiilt Abbildung 4.20 nur die Ergebnisse des d = 0.25 mm
Fliigel bei AT = 20 K. Die Auswirkungen von kleinen Akkomodationskoeffizienten waren
bei den anderen Fliigeln und Temperaturdifferenzen gleich wie in dem einen gezeigten
Beispiel.

4.4 Ergebnisse ohne Smoluchowskis Randbedingungen

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse von Simulationen ohne Smoluchowskis Rand-
bedingungen vorgestellt, also Simulationen, die Dirichlet-Randbedingungen fir die War-
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Abbildung 4.20: Der Einfluss der Akkomodationskoeffizienten o, und o7 auf den Verlauf der
Druck-Drehmomentkurve fiir den d = 0.25 mm Fliigel bei AT = 20 K.

meleitgleichung benutzen. Das soll veranschaulichen, welche Effekte in den Ergebnissen
von welcher Randbedingung — also Maxwells und Smoluchowskis — erzeugt werden, denn
wegen der Ahnlichkeit ihrer Herleitungen ist anzunehmen, dass die Annahmen auf denen
sie basieren, grundséatzlich gleichzeitig auftreten oder gar nicht.

Zunéchst ist natiirlich die Temperaturverteilung eine andere. In Abbildung 4.21 sieht
man, dass im Vergleich zu Abbildung 4.6 das Gas an der Wand nun genau die Temperatur
der Wand hat und es Temperaturgradienten im Gas nur noch auf den kurzen Kanten und
nicht mehr auf den langen Seiten gibt. Auch liegt jetzt der volle Gradient von 20 K auf
den Kanten, wiahrend in Abbildung 4.6 zwischen keinen zwei Punkten im Gas die vollen
20 K Differenz vorhanden sind. Das hat zur Folge, dass auch nur noch auf den beiden
kleinen Kanten Stréomungen induziert werden. Diese haben allerdings hohere Betréige der
Geschwindigkeit u als die Stromungen mit Smoluchowskis Randbedingung, weil der im
Gas herrschende Temperaturgradient grofler ist. Die verdnderte Form und Stéarke der
Stromung ist in Abbildung 4.22 und 4.23 zu sehen. Die stéirkeren Stromungen fiihren
entsprechend auf groflere viskose Krafte auf die Fliigel, die auch auf die beiden kleinen
Kanten beschrankt sind. Das ist in Abbildung 4.13 und 4.14 zu sehen, wenn auch fiir
einen Fliigel mit d = 0.25mm anstatt d = 0.15mm wie die anderen Abbildungen in
diesem Abschnitt.

Nach dem Gesagten ist klar, dass die Drehmomente in einer Simulation ohne Smo-
luchowskis Randbedingung grofier ausfallen miissen. Abbildung 4.24 vergleicht die Druck-
Drehmomentkurven von Simulationen mit und ohne Smoluchowskis Randbedingung und
zeigt deutlich die hoheren D. Weil Smoluchowskis Randbedingung fiir groe A mehr
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Temperature

Abbildung 4.21: Temperaturverteilung (K) um den simulierten Fliigel mit Dirichlet-Randbedin-
gungen fiir die Warmeleitgleichung aber ansonsten die gleichen Bedingungen wie in Abbildung
4.6.

Abbildung 4.22: Betrag der Geschwindigkeit (m/s) fiir die gleiche Simulation wie in Abbildung
4.21. Es ist nicht das gesamte Gitter sondern nur ein Ausschnitt um den Fliigel abgebildet.
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4 Ergebnisse

Abbildung 4.23: Vergroflerter Ausschnitt der linken Fliigelkante aus Abbildung 4.22. Die Pfeile
stehen fiir die Geschwinkdigkeitsvektoren. Nur ihre Lénge ist proportional zum Betrag der
Geschwindigkeit; ihre Héufigkeit héngt von der Knotendichte ab.

und mehr in eine ,normale“ Dirichlet-Randbedingung iibergeht, ndhern sich die beiden
Kurven fiir groffe P immer mehr an und liegen, was in Abbildung 4.24 nicht mehr zu
sehen ist, ab ca. 4000 Pa aufeinander.

Man sieht in Abbildung 4.24 deutlich, dass das Drehmoment D fiir P — 0 immer weiter
steigt und im Gegensatz zum Experiment nicht auf 0 abfallt. Somit ist klar, dass das
,verschmieren® des Temperaturgradienten durch Smoluchowskis Randbedingungen der
einzige Grund fiir das Abfallen von D in allen anderen gezeigten Druck-Drehmomentkur-
ven ist. Wie man in Gleichung 3.25 sehen kann, wird die thermische Transpiration immer
starker mit abnehmender Dichte p; daher wird auch die viskose Kraft immer gréfer, da
sie nur von Geschwindigkeitsgradienten abhéngt und nicht vom Massenfluss, der natiirlich
immer kleiner wird.

In der Natur gibt es auch ohne den Temperatursprung in verdiinnten Gasen einen
Mechanismus, der die durch thermische Transpiration hervorgerufenen Kréfte am Di-
vergieren fiir P — 0 hindert. Das in dieser Diplomarbeit verwendete Modell fiir die
dynamische Viskositéat (Gleichung 3.23) wird fiir extrem verdinnte Gase, also fir Kn > 1,
ungiiltig. Die Wechselwirkung zwischen einem Gas und einer Oberflache wird dann besser
ausgedriickt durch

o P oy TR,
T 2-o, V2RI 2-0,"\ 2n
Gleichung 4.5 definiert die ,Viskositat der freien Molekiile“ Z, wie sie zum Beispiel
von [2] hergeleitet wird. Die Kraft Fj, die durch eine Stromung freier Molekiile in x-

VA

(4.5)
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Abbildung 4.24: Drehmoment D in Abhéngigkeit des Referenzdrucks P. Es wird die Kurve aus
Abbildung 4.15 mit einer Simulation verglichen, bei der alle Parameter bis auf das Aktivieren
von Smoluchowskis Randbedingungen gleich sind, also d = 0.15mm und AT = 20K. Ab ca.
4000 Pa liegen die beiden Kurven aufeinander.

Richtung u, iiber eine weit ausgedehnte Fléche A, die in der x-z-Ebene liegt, erzeugt
wird, ist F, = Zu,A. In dieser Gleichung sieht man, dass Z die Dimension Pas/m hat,
die verschieden ist von der Dimension Pas von p. Bei der Berechnung von F) ist kein
Geschwindigkeitsgradient mehr enthalten, weil in dem Regime in dem Z giiltig ist, Sto8e
zwischen Molekiilen so selten sind, dass eine gasinterne Viskositédt vernachléssigbar ist
beziehungsweise das Konzept einer viskosen Stromung also nicht mehr anwendbar ist.
Weil Z fiir kleine p gegen 0 strebt, schwicht das die thermische Transpiration selbst
(vergleiche Gleichung 3.25) als auch der viskosen Kraft auf die Fliigel bei sehr kleinen p
stark ab. Da aber Maxwell selbst bei der Herleitung der thermische Transpiration von
,hormaler® Viskositit ausging, sind die implementierten Modelle konsistent.

Der Vergleich von Ergebnissen mit und ohne Smoluchowskis Randbedingung macht
noch einmal den groflien Einfluss von Randeffekten deutlich und wirft die Frage auf,
ob die implementieren Modelle noch ausreichend sind fiir den in dieser Dipomarbeit
untersuchten Druckbereich.
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5 Schlussfolgerungen und Ausblick

5.1 Was erreicht wurde

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurden spezielle Randbedingungen zur Simulation von
Effekten in verdinnten Gasen — namentlich Maxwells Thermische-Transpirationsrandbe-
dingung und Smoluchowskis Temperatursprungrandbedingung — zur Verwendung mit
dem Finite-Elemente-Loser Elmer implementiert. Die Implementierung wurde erfolgreich
an Simulationsergebnissen anderer Programme getestet. Sie ist in ihrer momentanen Form
auf beliebig geformte 2D-Geometrien anwendbar und durch ihren modularen Aufbau
leicht auf 3D-Geometrien und weitere Effekte erweiterbar.

Des Weiteren wurde die Simulation genutzt um die auf eine Lichtmiihle wirkenden
Drehmomente zu errechnen. Die simulierten Druck-Drehmomentkurven haben zumin-
dest &dhnliche Charakteristiken wie experimentell bestimmte. Zwei Eigenschaften der
numerischen Resultate — die Konstanz des optimalen Drucks der Lichtmiihle bei verschie-
denen Leistungen und das lineare Wachstum der gesamten Druck-Drehmomentkurve
mit der eingestrahlten Leistung — sind sogar in sehr guter Ubereinstimmung mit den
Experimenten.

5.2 Noch vorhandene Probleme

Es gibt auch noch viele Unstimmigkeiten bei der numerischen Simulation von Lichtmiihlen.
Der wichtigste Punkt sind die in Kaptitel 4.3.1 aufgezeigten unphysikalischen Spitzen in
den Kréften auf den Fliigeln. Solange ihre Ursachen nicht geklart ist, bleiben Zweifel ob
die Implementierung korrekt ist.

Die folgende Liste nennt die vorhandenen Abweichungen zwischen Simulation und
Experimente:

e Wenn die Abschétzung der nétigen Temperaturdifferenz AT aus Kapitel 4.2 eine
realistische Groéflenordung liefert, sind die von der Simulation errechneten Drehmo-
mente um eine Gréenordnung zu klein.

e Der Abfall der simulierten Druck-Drehmomentkurven fiir grofie P ist viel geringer
als der Abfall der Drehfrequenzen f im Experiment.

Diese beiden Abweichungen kénnten auch verkniipft sein: Wenn die Simulation fiir sehr
grofle P richtige Ergebnisse liefert, das maximale Drehmomente aber eine GroBenordnung
hoher sein miisste, wéire der Abfall der Kurve fiir steigende P automatisch stérker.
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5.3 Griinde fiir Abweichungen vom Experiment und
Verbesserungsmaoglichkeiten

Es gibt eine Vielzahl von Griinden unterschiedlicher Natur fiir die Abweichungen zwischen
Theorie und Experiment.

Als erstes sollte die Ursache fir die unphysikalischen Spitzen in den Kréften auf
den Fliigeln gefunden werden. Ob, wie in Kapitel 4.2 erwéahnt, die Ursache in der nur
einmaligen Differenzierbarkeit von Ubergingen eines Kreisabschnitts in seine Tangente
liegt, kann durch ein neues geometrisches Modell fir den Fliigel geklart werden. Modelliert
man den Fliigel anstatt mit Kreisen und Geraden mit kubischen Splines, die zweimal
stetig differenzierbar sind, wére diese Frage geklart. Das ist im Prinzip mit dem fiir die
Gittergenerierung verwendeten Programm — Gmsh — ohne Probleme machbar; konnte
aber leider nicht mehr im Rahmen dieser Arbeit getestet werden.

Es ist wichtig deutlich zu machen, dass die beiden im letzen Abschnitt genannten
Abweichungen zwischen Simulation und Experiment zum Teil auch durch zu wenige
Messdaten versucht sein konnen. Die Vermutung, dass die maximalen Drehmomente zu
klein sind basiert nur auf einer Abschiatzung der Temperaturen auf den Lichtmiihlenfliigeln,
es liegen leider keine experimentellen Daten zu diesen Temperaturen vor. Auch in der
Literatur wurden keine gemessenen Fliigeltemperaturen gefunden. Der zu schwache
Abfall der Druck-Drehmomentkurve fiir hohe P, wird vor allem aus dem Vergleich mit
Drehfrequenzdaten abgeleitet. Dass diese sich gleich verhalten wie die Drehmomente ist
zwar plausibel, aber aus den Messdaten nicht eindeutig abzulesen. Man sieht in Abbildung
4.4 und 4.5, dass nur zwei beziehungsweise drei Drehmomentwerte rechts vom jeweiligen
Maximum stehen. Es ist schwierig mit so wenig Daten auf einen gleichen Verlauf von
Drehmoment und Drehfrequenz zu schlieflen.

Nun zu den Griinden, warum die bisherige Implementierung wahrscheinlich noch nicht
ausreichend ist. Die zwei wichtigsten sind sicher:

e Die Navier-Stokes-Gleichungen sind nicht exakt genug in dem untersuchten Regime.
Die Knudsenzahl liegt in der Lichtmiihle sicher um 1 und fiir die sehr kleine Driicke
P < 1Pa gilt Kn > 10. Damit sehr eng verwandt ist der nachste Punkt:

e Es wurden zu wenige Effekte beriicksichtigt, die in diesem Regim eine Rolle spielen.
Zwei wurden in dieser Diplomarbeit erwéhnt — die mit p kleiner werdende Viskositéat
und der ,,thermal stress slip flow*.

Diese zwei Punkte sind miteinander verbunden, weil die natiirlichen Randbedingun-
gen der einer Erweiterung die Navier-Stokes-Gleichungen, also der Brunett-Gleichungen,
Randbedingungen zweiter Ordnung sind, die Effekte wie den ,,thermal stress slip flow*
enthalten. Natiirlich kann man auch versuchen zuséatzliche Effekte in die Navier-Stokes-
Gleichungen einzubauen, das wére einfacher und wiirde weniger Rechnerresourcen be-
notigen, konnte aber auch wiederum nicht ausreichend sein. Ein deutlicher Hinweis auf
die Unzulénglichkeit der aktuellen Implementierung bei hohen Kn liefert der Vergleich
mit den Ergebnissen einer DSMC-Simulation von [3] in Tabelle 3.2. Darin gibt es schon
deutliche Abweichungen fiir Kn = 0.365. Allerdings ist das natiirlich kein Vergleich mit
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experimentellen Daten und man weif} nicht, wie gut [3] seine Simulation mit Experimenten
verglichen hat.

Es gibt eine viele weitere Verbesserungsmoglichkeiten der momentanen Implementierung.
Die meisten davon wéren weniger aufwandig zu testen, wie die beiden schon genannten.
Einige Moglichkeiten sind:

e 3D-Rechnungen anstatt 2D-Rechnungen verwenden. Weil die Fliigelform deutliche
Auswirkungen auf den Verlauf der Druck-Drehmomentkurven hatte, ist anzunehmen,
dass auch dieser Schritt drauf einen Einfluss hat.

o Fliigelgeometrie besser modellieren. Wenn man sich die Lichtmiihlenfliigel genau
anschaut, sieht man, dass sie nicht glatt sind, was eine groflere Oberflache als die in
der Simulation benutzen zur Folge hat. Auch das kann die Druck-Drehmomentkurven
beeinflussen.

e Eine vollstéandige Lichtmiihle mit vier Fliigeln und rundem Behéalter simulieren.
Ein solches 2D-Gitter wurden schon erstellt und erste Testrechnungen legen nahe,
dass der Einfluss auf die Drehmomente sehr klein ist, allerdings wurden noch keine
Parameterstudien durchgefiihrt.

Natiirlich kann auch die Tatsache, dass nur statische Fliigel und keine sich bewegenden
simuliert wurden eine Rolle spielen. Dynamische Fliigel kdnnen aber nicht als eine
Erweiterung der bisherigen Implementierung realisiert werden, sondern nur als ein ganz
neues Projekt. Es besteht auch immer die Gefahr, dass sich Fehler in die Implementierung
eingeschlichen haben, wie zum Beispiel beim Setzen der Randbedingungen. Es hat sich
bei Testrechnungen gezeigt, dass selbst wenn nur einzelne Knoten — vier auf dem Ganzen
Fliigel — andere Randbedingungen bekommen, die Druck-Drehmomentkurven andere
Verlaufe haben kénnen.

5.4 Schlusswort

Abschlielend ist zu sagen, dass der Versuch Lichtmiihlen zu modellieren vielleicht etwas zu
ambitioniert war, weil sie bei recht hohen Kn-Werten operieren. Es wére sehr interessant
die Implementierung mit ,einfacheren“ Experimenten, wie zum Beispiel Stromungen
durch klar definierte Kaniilen im Bereich Kn < 0.1, zu vergleichen.

Andererseits wurde trotz ausgiebiger Recherche nur eine einzige weitere Arbeit zu
numerischen Simulation von Lichtmiihlen gefunden. Allerdings benutzt dieser Artikel
[18] sehr unrealistische Parameter wie eine Tempereraturdifferenz von 600 K und ein-
dimensionale Fliigel (d = 0m). In diesem Sinn stellt diese Diplomarbeit eine Verbesserung
auf einem bisher kaum bearbeiteten Gebiet dar.
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6 Verbeserungen

In diesem Abschnitt liste ich Verbesserungen von inhaltlichen Fehlern auf, die mir erst
nach der Abgabe dieser Arbeit aufgefallen sind:

o In Kapitel 4.2 ist die Rede von einem exponentiellen Abfall der Druck-Drehmoment-
kurven. Aus der Theorie von Maxwells Randbedingen geht aber hervor, dass es ein
Abfall proportional zu 1/z sein sollte (wurde leider nicht explizit im Theorieteil
hergeleitet). Da weder von mir noch von den Autoren von [16] und [15] versucht
wurde durch Regression die stirke des Abfalls zu bestimmen, spricht ad hoc nichts
gegen die Annahme, dass er in der Tat proportional zu 1/x und nicht zu e™* ist.
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