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Zusammenfassung

Diese Studienarbeit untersucht das Verhalten der numerischen Losung der Euler-
Gleichungen nach der Reflexion an einer harten Wand im Rahmen einer eindimen-
sionalen Stofirohrsimulation. Werden sogenannte ,,Slope averaging“ Methoden zur
Losung eingesetzt, treten nach der Reflexion Oszillationen auf, die in der exakten
Losung nicht vorhanden sind. Thre Stéirke hingt von der Wahl der Mittelungsfunk-
tion bzw. des Limiters ab. Bei manchen Limitern verschwinden sie auch ganz.
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1 Einleitung

1.1 Bedeutung der Gasdynamik

Stromungsmechanik behandelt die Physik von Fliissigkeiten und Gasen. Das Untergebiet
Gasdynamik beschéftigt sich mit kompressiblen Gasen. Es hat viele Anwendungen in
Wissenschaft und Technik wie zum Beispiel die Aerodynamik in Luft- und Raumfahrt
oder im Automobilbau. Weitere Anwendungsgebiete sind Bootsbau, Astrophysik und
Geophysik. Praktisch alle technisch relevanten Anwendungen miissen numerisch gelGst
werden, da die wichtigen Gleichungen, wie die Navier-Stokes-Gleichungen, nur fiir eine
sehr kleine Menge von Randbedingungen analytisch Losbar sind.

1.2 Ziel der Studienarbeit und Vorgehensweise

Bei den in der numerischen Gasdynamik eingesetzten ,,Slope averaging® Verfahren, beno-
tigt man Mittelungsfunktionen oder Limiter um gemittelte Steigungen fiir das Verfahren
zu errechnen. Es werden viele verschiedene dieser Limiter bei solchen Verfahren einge-
setz. Sie haben unterschiedliche Vor- und Nachteile. In dieser Studienarbeit wurden die
Losungen der Euler-Gleichungen, die mit einem ,Slope averaging®* aber verschiedenen
Limitern errechnet wurden, auf ihr Verhalten nach einer Reflexion an einer festen Wand
in einem 1-D Stofirohr untersucht. Das ,Slope averaging” Verfahren fithrt in Abhéingi-
keit des gewihlten Limiters zu unphysikalischen Oszillationen nach der Reflexion. Ziel
der Studienarbeit ist es Empfehlungen bei der Wahl der Limiter zu geben um diese
Ostzillationen zu vermeiden.

Natiirlich ist es eine sehr starke Idealisierung von einem eindimensionalen idealen Gas
ohne Reibung auszugehen, was in dieser Studienarbeit getan wird. Aber es ist sinnvoll
die Eigenschaften von neuen Verfahren erst an einfachen und schon gut untersuchten
Problemen zu testen bevor man Probleme angeht, deren Lésungen unbekannt sind.

Um die Tests durchzufiihren wurde ein Stoirohr-Programm in C++ geschrieben. Es
errechnet die Losungen der eindimensionalen Euler-Gleichungen fiir einen bestimmten
Zeitpunkt t. Das Programm benutzt eine Version von Hancocks MUSCL Verfahren mit
»Slope Averaging (fiir Details siehe Kapitel und des weiteren die auf Roe zuriickge-
hende Niherung der Euler-Gleichung mit ,,Average State Quantities®, auf die in Kapitel
2.4] genauer eingegangen wird. Die Ergebnisse liegen als reine ASCII Daten vor und
wurden mit Gnuplot dargestellt.

Weil die Stofirohr Simulation oft in der Lehre zu numerischer Gasdynamik behandelt
wird und viele Verfahren erst an den eindimensionalen Euler-Gleichungen im Stofirohr ge-
testet werden, gibt es sehr viele verfiighare Implementierungen. Das Stoirohr-Programm,
das fiir diese Studienarbeit in C++ geschrieben wurde orientiert sich an einem in J.
Nabers Paper [I] abgedrucktem Fortran 90 Programm, welches die geforderten Eigen-
schaften - Losung der Euler-Gleichungen mit einem ,,Slope Averaging“ Verfahren, dessen
Limiterfunktionen austauschbar sind - schon enthielt.



2 Theorie

2.1 Die Euler-Gleichungen mit Erhaltungsgréfien

Die Grundgleichungen der Hydrodynamik oder Stromungsmechanik sind die Navier-
Stokes-Gleichungen. Ohne Reibung vereinfachen sie sich zu den Euler-Gleichungen, die
im eindimensionalen Fall, und mit Hilfe von Erhaltungsgréfien in differenzieller Form
notiert, folgende Gestalt haben:

0 0 -
i ZRp=0
8tQ+ ox (@)
mit
p ) pu
7= |pu|und f=| p+pu? (1)
E uw(E + p)

wobei p die Dichte, u die Geschwindigkeit, p der Druck und F die totale Energie-
dichte ist. Die Euler-Gleichungen sind hyperbolische, partielle Differenzialgleichungen.
Sie sind geeignet reibungsfreie, kompressible und unstetige Bewegungen in idealen Ga-
sen zu beschreiben. Obwohl es auch moglich ist die Euler-Gleichung wie in Gleichung
direkt iiber die gesuchten Groflen p, u, und p zu formulieren, ist es notig die Differen-
zialgleichung mit Erhaltungsgrofien zu schreiben, da nur dieses Vorgehen bei unstetigen
Anfangsbedingungen (Schocks) bei numerischer Losung zu physikalisch richtigen Werten
von p, u, und p fiihrt.

Die Euler-Gleichungen lassen sich auch auf quasi-lineare Form bringen:

0 0

— g+ A —a=0 2

i+ A5 ©)
Dabei wird die Ableitung des Flusses 8% F(@) als A(Q) %q_’ geschrieben, wobei A die

Jacobi-Matrix a; ; = 8%_ f; ist. Berechnet man mit Hilfe der Eigenwerttheorie Eigenwerte

A; und Eigenvektoren v; von A ergeben sich diese zu:

AM=u—a Xa=u M=u-+ta

1 1 1
U = u—a Uy = u U3 = u-+a (3)
H—ua %u2 H + ua

H steht dabei fiir die totale spezifische Enthalpie und a fiir die Schallgeschwindigkeit.
Es gilt H = (E +p)/p und a = /yp/p, wobei v der Adiabatenexponent ist. Mit seiner
Hilfe lidsst sich auch die totale Energiedichte E ausdriicken:

el )

Die quasi-lineare Form ist Ausgangspunkt vieler numerischer Methoden, da sich bei
bekannten Eigenwerten und -vektoren der Fluss f als Linearkombination dieser darstellen
ldasst. Die Eigenwerte entsprechen auflerdem den Geschwindigkeiten der verschiedenen
Bereiche in Abbildung



Wy | Wg
1.0 | 0.125
0.0 | 0.0
1.0 0.1

Tabelle 1: Die Anfangswerte des Sod’s Testcase

2.2 Die Euler-Gleichungen mit primitiven Variablen

Da ein Teil des Stoffirohrprogramms direkt mit den Zustandsgréfien p, u, p und nicht mit
den Erhaltungsgrofien ¢ arbeitet, ist in Gleichung 4| die quasi-lineare Form der Euler-
Gleichungen mit p, u, p gegeben.

0 0
—wW+ A(W)—wW =0 4
50+ AW) 5w (4)
mit
p
W= |u
p
und der Matrix A in expliziter Form:
v p 0
_ 1
A=|0 u (5)
0 pa® wu

2.3 Das Riemann-Problem

Eine bekannte Form fiir unstetige Anfangsbedingungen fiir die Euler-Gleichungen ist
das Riemann-Problem. Die Anfangswerte werden unterteilt in einen rechten und linken
Bereich, die jeweils konstant sind, aber unterschiedliche Werte haben. Die Unstetigkeit
liegt damit an der Stelle, die die beiden Bereiche abgrenzt. Das Riemann Problem fiir
die Euler-Gleichungen ldsst sich folgendermafien notieren:

o 9 - . JL Vo < ify)
— g+ — =0 mit Anfangswert ¢(z,0) =

Diese Anfangsbedingungen fithren auf die physikalischen Phéanomene Schock, Verdich-
tungsstofe und Verdiinnungswellen.

Diese hyperbolische, partielle Differenzialgleichung ist analytisch l6sbar. Das allge-
meine Verhalten dieser Losung mit der in Tabelle [I] gegebenen Anfangswerten ist in
Abbildung [1| zu sehen. Wie in der Literatur iiblich sind die Anfangswerte dort in Form
der sogenannten primitiven Variablen angegeben und nicht als Erhaltungsgrofien. Es gilt
= (p,u,p)T.

Die Anfangswerte aus Tabelle [l| nennt man auch Sod’s Testcase [2], sie werden héufig
in der Literatur verwendet. In Abbildung [2] sieht man ein numerisches Gitter das mit
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Abbildung 1: Facherdiagramm mit Verdiinnungswelle und Schock, die sich mit v — a
bzw. v + a von der urspriinglichen Unstetigkeit entfernen.

diesen Anfangswerten initialisiert wurde. Anschaulich entspricht Sod’s Testcase einem
Kasten mit einer Trennwand in der Mitte, die einen Bereich mit hohem Druck und Dichte
von einem Bereich mit niedrigem Druck und Dichte trennt. Im gesamten Kasten gibt es
zunéchst keine Stromungen bzw. Fliisse; daher ur, = ug = 0. Zum Zeitpunkt ¢t = 0 ver-
schwindet die Trennwand. Wie in Abbildung[I] zu erkennen ist, fiihrt dieses spezielle Rie-
mann Problem zu einem Schock der sich mit konstanter Geschwindigkeit in x-Richtung
bewegt und zu einem Verdiinnungswelle genannten Bereich, deren Grenze zum linken
ruhenden Bereich sich mit konstanter Geschwindigkeit in negativer x-Richtung bewegt.
Die Verdiinnungswelle nimmt mit fortschreitender Zeit immer mehr Raum ein ebenso
wie der Star Region genannte Bereich zwischen Schock und Verdiinnungswelle. Inner-
halb der Star Region gibt es eine weitere Unstetigkeit; die Kontaktdiskontinuitét. Der
Name Star Region kommt von der {iblichen Bezeichnung p* u* p* fiir die Zustandsgrofien
zwischen Schock und Verdiinnungswelle.

Die explizite Form von @(x,t) der analytischen Losung findet sich zum Beispiel in
Toros Buch iiber Numerische Methoden in der Gasdynamik [3].

2.4 Roes Niherung des Riemann-Problems

Schon die zweidimensionalen Fuler-Gleichungen oder eine Problemstellung, die entge-
genlaufende oder reflektierende Wellen zulésst, ist nicht mehr analytisch 16sbar.

Die numerischen Algorithmen, die die Euler-Gleichungen 16sen, sind gerade im mehr-
dimensionalen Fall oder bei einer groflen Menge an Zeitschritten oder Gitterpunkten oft
zu rechenintensiv. Daher werden meistens schon die Euler-Gleichungen selbst mit einfa-
cher zu 16senden Gleichungen angenéhert.

In dieser Studienarbeit wurde der genéherte Riemann-Loéser von Roe verwendet.
Er gehort zu den heute meistbenutzten Néherungen fiir die Euler-Gleichungen in der
numerischen Gasdynamik. Er wurde das erste mal von Roe in einem Paper [4] von 1981
vorgestellt und dann von ihm und anderen immer weiter verbessert.



Roes Ansatz ist es die Jacobi-Matrix A(g) in der quasi linearen Form (2)), die fiir
jedes x oder t andere Werte annimmt, durch eine konstante Matrix A(cj’L,(j’R), die nur
noch von den Anfangswerten abhéngt, zu ersetzen. Das neue genéiherte Riemannproblem
lautet also:

0. ~0_ . . _
5 + Aa—xq =0 mit Anfangswert ¢(z,0) = {

qr, Vr <z
(fR Yz > xo

Mit diesem Ansatz und den ebenfalls von Roe eingefiihrten , Average State Quanti-
ties”’@ sind die Groflen in den gendherten Eigenwerten );, FEigenvektoren ¢; und die
Amplituden &; nur noch von ¢z, und ¢z abhéngig und lassen sich explizit angeben.

i = Hrtetin azww—lxﬁ—;a?) (6)

p=+/PLPR U=

Wobei gilt: w = , /Z—f

Die gendherten Eigenvektoren sind identisch mit den exakten aus Gleichung nur
das sie nun von den ,,Roe Average State Quantities® @ abhingen anstat von den exakten
Zustandsgrofen. Die gendherten Amplituden berechnen sich mit:

Ap . Ap+ paAu

&QZA — =5 (0%} =
a2 2a2

. Ap—palAu
M=
Wobei Ax = xg — xp, ist.

In der urspriinglichen Roe Methode waren die gendherten Eigenwerte X, wie die Ei-
genvektoren, identisch mit den exakten bis auf das Ersetzen der Zustandsgréfien mit den
,2Roe Average State Quantities“. In dieser Studienarbeit wird Roes Methode mit dem
sogenannten Entropie-Fix verwendet, da die Naherung mit Entropie-Fix bessere Ergeb-
nisse bei den kontinuierlichen Ubergiéingen in Verdiinnungswellen liefert. Der Entropie-
Fix bewirkt eine Anderung der geniiherten Eigenwerte zu den geniherten Eigenwerten
mit Entropie-Fix 5\,’[ Ihre Betriige haben folgende Gestalt:

if = {@" L =
So+ g i [N < 2
Der Parameter % ist definiert iiber
SN {o fiir § = 2
2 min (&, max(0,2(Ag; — Azs))) fiir i € {1;3}

Mit all diesen Gleichungen lésst sich nun der Fluss der Euler-Gleichungen be-
rechnen.

3
F= 5+ Tn) - 5 Do A (7
1=1

Wird dieses Verfahren in einem numerischen Algorithmus benutzt, sind qg, qr, fR
und fr, oder andere Rechts- oder Linkswerte nicht die Anfangswerte sondern die linken
und rechten Werte der aktuellen Gitterzelle zum aktuellen diskreten Zeitpunkt.



3 Das Programm

3.1 Das MUSCL Schema

Die Stofirohrsimulation benutzt eine Finite-Volumen-Diskretisierung der Raumdimen-
sion. Die primitiven Variablen w sind im Zentrum jeder Gitterzelle x; definiert. Rechts
und links des Gitters wird je eine Geisterzelle hinzugefiigt um die Randbedingungen zu
implementieren; entweder reflektierende Wénde oder freier Raum in den Gas entweichen
kann. Um iterativ durch Zeit und Raum zu schreiten wird ein ,Monotone Upstream-
centert Scheme for Conversation Laws* (MUSCL) mit ,Limited Slopes“ benutzt. Das
MUSCL Schema versucht ausgehend vom einfachen Upwind Verfahren héhere Ordnung
an Genauigkeit zu erzielen ohne dabei unphysikalische Oszillationen in der N#he von
starken Anderung des Gradienten zu erzeugen. Es hat folgenden Ablauf:

1. Es wird fiir jede Gitterzelle eine Steigung dw; mit Hilfe einer Mittelungsfunktion
avg oder ,, Limiters® berechnet (daher die Bezeichnung Limited Slopes). Die Mitte-
lungsfunktion beriicksichtigt dabei die Zelle selbst und beide Nachbarzellen. Eine
Auswahl moglicher Mittelungsfunktionen ist in Kapitel zusammengestellt.

0w; = avg(W; — Wi—1, W1 — Ws)

2. In einem sogenannten ,,Predictor Step* wird ein entsprechender Wert wWp berechnet.

o L At .
Wpi = Wi — 5 Ai0w;
Die Matrix A; ist dabei wie in Gleichung definiert, nur dass fiir die in der

Matrix enthaltenen Variablen die diskreten Werte aus w; benutzt werden.

3. In einem ,Corrector” oder ,,Reconstuction Step* wird fiir jede Zelle x; die Werte der
primitiven Variablen ; auf der rechten und linken Zellengrenze berechnet. Also
ein Wert u')'R’i_% und 117L7Z-+%. Das heifit, es gibt bei ¢ Gitterzellen 2i Werte von W
auf den Zellwénden.

4. Mit dem in Kapitel vorgestellten Riemann-Loser wird nun der Fluss ﬁ fir
jede Gitterzelle berechnet. Als Anfangsbedingungen werden die rechten und linken
Werte auf den Zellengrenzen verwendet. Genauer werden mit Ri-1 und @ Litl
die ,Roe Average State Quantities® @ berechnet mit denen sich dann der Fluss

nach Gleichung ergibt. Fiir eine direkte Implementierung im Programmcode
eignet sich allerdings Gleichung besser als Gleichung .

. [ fo+ATtar fira>0
{ ! (8)

f= f_'R—Ag_szgdg fira <0



Die neuen Eigenwerte A\~ und A\ sind definiert als:

b fiir A < — %k
3 SA
= (Ak_Tk)Q . 6>‘k Y 6/\k
0 fiir A > 23k
Xk fiir S\k < —%
3 S
+ ) Qw+5E)? s % Sk
Ak W fiir 2 <A < HE
0 fiir A > 23k

Es konnen auch andere Riemann-Loser als der von Roe benutzt werden um den
Fluss zu berechnen.

5. Mit den ﬁ wird die Zeititeration fiir das gesamte Gitter vorgenommen.

At - -
s+l _ on T p _F

Wegen der in Kapitel [2.1] genannten Griinde liefert der Riemann-Loser den Fluss
der Erhaltungsvariablen f(g) und nicht f(i7). Die in dieser Studienarbeit verwen-
dete Version von MUSCL arbeitet aber mit den primitiven Variablen w. Man muss
also zunéchst mit der Definition von ¢ in Gleichung eine Umrechnung von ;'
zu ¢ vornehmen, bevor man die Zeititeration durchfiihren kann. Hat man (j;”l
berechnet werden diese in w?“ zuriickkonvertiert. Mit den neuen w;”l beginnt

das Schema von vorne.

Werden die Limited Slopes Werte dw immer konstant auf 0 gesetzt anstatt sie mit einer
Mittelungsfunktion zu berechnen, wird das MUSCL Schema zu einem einfachen Upwind
Algorithmus erster Ordnung und liefert entsprechend identische Ergebnisse wie dieser.

3.2 Randbedingungen

Um reflektierende, feste Wénde zu simulieren miissen entsprechende Randbedingungen
mit Hilfe der Geisterzellen xg und xn11 implementiert werden. Die folgenden Randbe-
dingungen miissen in jeder Zeititeraton fiir die primitiven Variablen @ und gemittelten
Steigungen dw gesetzt werden:

PO = P1 PN+1 = PN 5/)0 = _5P1 5/)]\[4,_1 = —5pN
Up = —U] UN41 — —UN 5u0 = 5u1 5UN+1 = 5UN (9)

Po = P1 PN+1 =DPN O0po = —0p1 OpN4+1 = —OPN

Es gibt auch Randbedingungen, durch die Uberschallwellen frei aus dem Stofirohr
Entweichen kénnen. Sie wurden in dieser Studienarbeit nicht verwendet, sind aber wegen
der Vollstéindigkeit ebenfalls im Programm implementiert:

Wo = w1 Wy =wy OdWp=0 JdWny =0



3.3 Die Limiter

Die Stofirohrsimulation dieser Studienarbeit benotigt Mittelwertsfunktionen oder Limi-
ter, die immer einen Mittelwert aus 2 Argumenten w; — w;—1 und w;y+1 — w; bestimmen,
im Folgenden als a und b abgekiirzt. Hier werden die Limiter eingesetzt um gemittelte
Steigungen (Limited Slopes) zu berechnen. In anderen in der Gasdynamik verwende-
ten numerischen Methoden werden die selben Mittelungsfunktionen verwendet um die
auf den Gitterzellen oder -rdndern definierten Fliisse zu mitteln. Diese werden ,,Limited
Flux“ Methoden genannt. Man kann die selben Limiter auf verschiedene Art und Weise
mathematisch definieren. Daher finden sich in der Literatur auch Ausdriicke, die zwar
das gleiche aussagen aber eine andere Gestalt haben. Im Programm wurden folgende
Mittelwertsfunktionen avg implementiert:
Algebraischer Mittelwert:

b
avg(a,b) = a—2|—
Minmod (auch Minbee genannt):
0 firab<o0

avg(a,b) = < a fiir |a] < |[b] Aab >0

b fiir |a] > |b| Aab >0
Der Minmod Limiter liefert also immer das Argument, dessen Abstand zur 0 am kleinsten
ist, falls beide Argumente das gleiche Vorzeichen haben, ohne dessen Vorzeichen zu
verdndern. Haben die Argumente unterschiedliche Vorzeichen wird 0 zuriickgegeben.

Die allgemeinste Form des Minmod Limiters fiir beliebige diskrete oder kontinuierliche
Untermengen A der reellen Zahlen R hat somit die Gestalt:

infA fir ACR,
minmod{A} = < supA fiir ACR_

0 sonst
Double Minmod:

minmod(‘%"b, 2a,2b) fir ab> 0

avg(a,b) =
g(a, ) {0 fir ab <0

Superbee:

minmod(maxmod(a, b), minmod(2a, 2b)) fir ab > 0

avg(a,b) =
g(a, ) {O fir ab<0

Die hier benotigte Definition von maxmod ist vollig analog zu minmod:

supA fir A C R,
maxmod{A} = ¢ infA fir ACR_

0 sonst
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Korens Limiter:

minmod(2a, a + 3b,2b) fiir ab > 0

b) =
ave(a, b) {0 fir ab <0

Anpassbarer Limiter:
avg(a, b) = max(0, min(pb, max(a, min(b, pa)))) + min(0, max(pb, min(a, max(b, a))))

In dieser Mittelungsfunktion gibt es einen Parameter p, der aus dem Intervall [1,2]
gewihlt werden muss. Fiir p = 1 ist dieser Limiter Identisch mit dem Minmod Limiter
und fiir p = 2 identisch mit dem Superbee Limiter. Der anpassbare Limiter wurde einem
Paper iiber Methoden fiir die Interaktion von Planetenscheiben [5] entnommen. Eine
Alternative Formel fiir diesen Limiter und noch einige andere finden sich in Toros Buch

3.

4 Ergebnisse

4.1 Anfangsbedingungen und Einstellungen

Als Anfangsbedingung diente immer Sod’s Testcase wie in Tabelle [[] angegeben und als
rdumliche Randbedingungen immer reflektierende Winde wie in Gleichung [9] definiert.
Die Gitterlinge war immer 1 und die Anzahl der Gitterzellen 200 damit ergibt sich
ein Az = 0.005. Die Grenze zwischen linken und rechten Anfangswerten ist genau bei
x = 0.5. At wurde konstant auf 0.00025 gehalten. Um dies zu erreichen mussten, die
Zeititerationsschritte entsprechen gedndert werden, wenn verschiedene Endzeiten fiir die
Simulation gewé&hlt wurden. Es ergibt sich fiir das Gitter zum Zeitpunkt ¢ = 0 also die
in Abbildung [2] gezeigte Situation.

Wenn immer die Ergebnisse der Simulation mit den ,,echten* Ergebnissen verglichen
werden, ist damit eigentlich ein Vergleich mit einem hochaufgelostem Durchlauf der
Simulation gemeint. Fiir die Abbildungen der Situation vor der Reflexion wurde die
Anzahl der Gitterzellen auf 4000 (damit Az = 0.00025), die Anzahl der Zeititerationen
auf 8000 (damit At = 3.125 - 107°) gesetzt und Korens Limiter verwendet. Fiir die
Abbildungen der Situation nach der Reflexion wurde die Anzahl der Gitterzellen auf 3000
(damit Az = 0.0003), die Anzahl der Zeititerationen auf 6000 (damit At = 8.3 -107°)
gesetzt und Korens Limiter verwendet.

4.2 Vor der Reflexion

Zunichst einmal ein Vergleich aller verwendeter Limiter zum Zeitpunkt ¢ = 0.25 also
noch bevor die Schockwelle das Ende des Stofirohrs und damit die reflektierende Wand
erreicht hat. Die Ergebnisse sind in Abbildung [3] bis [11] zu sehen. Weil die Ergebnisse
des anpassbaren Limiters, wie erwartet, fiir Parameter p = 1 identisch mit dem Minmod
Limiter und fiir p = 2 identisch mit dem Superbee Limiter waren, werden diese hier nicht
zusitzlich gezeigt. Die exakten Ergebnisse sind in den Schaubildern als feine Linien iiber
die Datenpunkte gelegt.

11
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X

Abbildung 2: Das Gitter zum Zeitpunkt ¢ = 0, initialisiert mit den Anfangswerten aus
Tabelle [1| (Sod’s Testcase).

Das einfache Upwindverfahren in Abbildung [3] zeigt in der Néhe von Unstetigkeiten
die grofiten Abweichungen von der Referenzlosung. Es schmiert die Unstetigkeiten zu
weichen Ubergéingen aus. Am stirksten geschieht das, wie auch bei allen eingesetzten
Limitern, bei der Kontaktdiskontinuitdat der Dichte p.

Mit dem algebraischen Mittelwert, wie in Abbildung [] als Limiter eingesetzt, kann
das MUSCL Verfahren zwar recht gut den unstetigen Verlauf der Zustandsgrofien fol-
gen nur kommt es dabei zu Oszillationen bei Anderungen des Gradienten. Dies wird
besonders deutlich bei dem Abfall der Geschwindigkeit von fast 1 auf 0 kurz vor dem
rechten Ende des Stofirohrs. Das liegt daran, dass der algebraische Mittelwert als einzi-
ger in dieser Studienarbeit benutzte Limiter linear ist. Der algebraische Mittelwert ist
daher allgemein keine gute Wahl als Mittelungsfunktion fiir ,,Limited Slopes“ Verfah-
ren, da er die Intention dieser Verfahren - gute Ndherung von unstetigen Losungen ohne
unphysikalische Oszillationen - vereitelt.

Alle anderen Limiter (Abbildung [5| bis unterscheiden sich durch ihre Genau-
igkeit mit der sie der unstetigen physikalischen Losung folgen kénnen. Es gibt dabei
einen flieBenden Ubergang vom einfachen Upwind Verfahren, deren Losungen am ausge-
schmiertesten sind iiber Minmod Limiter bzw. den anpassbaren Limiter mit p = 1 weiter
tiber die Ergebnisse mit steigendem p, bis hin zu Superbee bzw. anpassbarer Limiter mit
p = 2, Double Minmod und Korens Limiter, die fast alle gleich kantig und damit der
physikalischen Losung am Né#chsten sind. Die genaueren Mittelungsfunktionen erkaufen
sich das mit etwas erhthtem Rechenaufwand was man schon an den mathematischen
Definitionen dieser Limiter in Kapitel erkennen kann. Allerdings haben die Limiter
die besonders gut den Unstetigkeiten folgen kénnen den auch noch den Nachteil, dass
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Abbildung 3: Limiter: Kein Limiter (entspricht Upwind Verfahren erster Ordnung).
Zeit: t = 0.25.

sie kurz vor und nach der Kontaktdiskontinuitét der Dichte p leicht zu niedrige Werte
annehmen.

4.3 Nach der Reflexion

Lésst man die Simulation weiterlaufen wird der Schock an der rechten Wand des Stof3-
rohrs reflektiert, bewegt sich nun von der rechten Wand nach links und iiberlagert sich
mit der nachfolgenden Star region. Bei machen Limitern treten nun der physikalischen
Realitéit nicht entsprechende Oszillation in diesem Uberlagerungsbereich auf.

Das einfache Upwind Verfahren in Abbildung der Algebraische Mittelwert in
Abbildung und der Minmod Limiter zeigen bei den hier gewéhlten numerischen
Parametern (Az = 0.005, At = 0.00025) iiberhaupt keine Oszillationen im Uberlage-
rungsbereich. Interessant ist, dass der algebraische Mittelwert, obwohl er als einziger
der hier benutzten Limiter zu Oszillationen bei Anderungen des Gradienten fithrt, keine
zusétzlichen nach der Reflexion erscheinende Oszillationen aufweist.

Die anderen Limiter, also der anpassbare fiir alle p > 1.25 (Abbildung bis ,
der Double Minmod (Abbildung und Korens Limiter (Abbildung zeigen Oszil-
lationen im Uberlagerungsbereich. Dabei sind die Oszillationen rechts der Schockwelle
am grofften und werden dann langsam kleiner. Sie werden also von der Schockwelle
yhinterhergezogen®.

Beim anpassbaren Limiter gibt es einen klaren Zusammenhang zwischen dem Para-
meter p und der Stérke der Oszillationen. Fiir p = 1 (Minmod) sind gar keine vorhanden,
wachsen dann {iber die Zwischenstufen p = 1.25 bis 1.75 immer weiter an und sind dann
bei p = 2 (Superbee) die grofiten aller hier getesteten Limiter. Die Grofle der Oszilla-
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Abbildung 4: Limiter: Algebraischer Mittelwert. Zeit: ¢t = 0.25.

X

Abbildung 5: Limiter: Double Minmod. Zeit: ¢t = 0.25.
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Abbildung 6: Limiter: Korens Limiter. Zeit: ¢t = 0.25.

X

Abbildung 7: Limiter: Anpassbarer Limiter mit Parameter p = 1 damit identisch mit
Minmod. Zeit: t = 0.25.
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Abbildung 8: Limiter: Anpassbarer Limiter mit Parameter p = 1.25. Zeit: ¢t = 0.25.

X

Abbildung 9: Limiter: Anpassbarer Limiter mit Parameter p = 1.5. Zeit: ¢t = 0.25.
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Abbildung 10: Limiter: Anpassbarer Limiter mit Parameter p = 1.75. Zeit: ¢t = 0.25.

X

Abbildung 11: Limiter: Anpassbarer Limiter mit Parameter p = 2 damit identisch mit
Superbee. Zeit: t = 0.25.
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Abbildung 12: Limiter: Kein Limiter (entspricht Upwind Verfahren erster Ordnung).
Zeit: t = 0.5.

tionen von Korens Limiter liegt zwischen der Grofle der Oszillationen des anpassbaren
Limiters fiir p = 1.25 und p = 1.5. Der Double Minmod zeigt Oszillationen der selben
Grofle wie die des anpassbaren Limiters fiir p = 1.5.

4.4 Ergebnisse mit hochauflésendem Gitter

Erhoht man die Zahl der Gitterzellen (bzw. verkleinert Ax) werden die Oszillationen
in dem Uberlagerungsbereich bei allen mit Limitern erzeugten Daten, die diese zeigen,
kleiner. Dabei gibt es die Tendenz, dass bei Limiter, die bei 200 Gitterpunkten schon
kleinere Oszillationen als andere zeigen, eine geringere Erhohung der Gitterzellen nétig
ist um die Oszillationen verschwinden zu lassen als bei denen, die gréflere Oszillationen
zeigen.

So kann man beim anpassbaren Limiter mit p = 1.25 wie in Abbildung ZUu er-
kennen schon bei 500 Zellen (bzw. Az = 0.002) iiberhaupt keine Oszillationen mehr
feststellen. Um dies deutlicher darzustellen wurde der Ausschnitt bei dem bei t = 0.5 die
Uberlagerung stattfindet vergroBert; also von & = 0.8 bis « = 1. In Abbildung [22ist der
gleiche Ausschnitt mit Superbee Limiter berechnet zu sehen. Trotz einer Auflésung von
2000 Zellen (Az = 0.0005) kann man noch Oszillationen erkennen, allerdings sind sie viel
kleiner und auf weniger Raum ausgedreht als in Abbildung die mit 200 Gitterzellen
erstellt wurde.
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Abbildung 13: Limiter: Algebraischer Mittelwert. Zeit: ¢t = 0.5.
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Abbildung 14: Limiter: Double Minmod. Zeit: ¢ = 0.5.
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Abbildung 15: Limiter: Korens Limiter. Zeit: ¢t = 0.5.
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Abbildung 16: Limiter: Anpassbarer Limiter mit Parameter p = 1 damit identisch mit
Minmod. Zeit: t = 0.5.
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Abbildung 17: Limiter: Anpassbarer Limiter mit Parameter p = 1.25. Zeit: t = 0.5.
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Abbildung 18: Limiter: Anpassbarer Limiter mit Parameter p = 1.5. Zeit: t = 0.5.
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Abbildung 19: Limiter: Anpassbarer Limiter mit Parameter p = 1.75. Zeit: t = 0.5.

IS

0.8 p

0.6 -

0.4 _

X

Abbildung 20: Limiter: Anpassbarer Limiter mit Parameter p = 2 damit identisch mit
Superbee. Zeit: t = 0.5.
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Abbildung 21: Ausschnitt des Uberlagerungsbereichs nach der Reflexion erzeugt mit
anpassbarem Limiter mit p = 1.25 und 500 Gitterzellen (Az = 0.002). Zeit: ¢t = 0.5.
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Abbildung 22: Ausschnitt des Uberlagerungsberechs nach der Reflexion erzeugt mit Su-
perbee Limiter und 2000 Gitterzellen (Az = 0.0005). Zeit: ¢ = 0.5.
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Abbildung 23: Numerische Losung der Zustandsgrofien zum Zeitpunkt ¢ = 1 mit Super-
bee Limiter. Die Oszillationen sind deutlich geringer als zum Zeitpunkt ¢ = 0.5

4.5 Ergebnisse fiir grofle Zeiten

Es wurde eine Animation erstellt, die den Verlauf der der Schockwelle bis zum Zeitpunkt
t = 4 darstellt. Man stellt dabei fest, dass die Oszillationen die nach der Reflexion an
der Wand auftreten, nachdem die reflektierte Schockwelle das halbe Stofirohr durchquert
hat, stark nachlassen. Kurz bevor die Schockwelle an der linken Wand ankommt gibt
es praktisch keine Ostzillationen mehr. Sobald die Schockwelle jedoch zum zweiten mal
reflektiert wird entstehen im neuen Uberlagerungsbereich wieder Oszillationen. Bis zum
Zeitpunkt ¢t = 4 wird die Schockwelle 3 mal reflektiert. Das eben beschriebene Verhalten
ist bei jeder Reflexion zu erkennen. Da es schwierig, ist Animationen in ausdruckbare
Dokumente einzubinden, muss hier Abbildung 23] geniigen um das geschilderte Verhalten
zu verdeutlichen. Man sieht in Abbildung [23| das Gitter zum Zeitpunkt ¢t = 1 berechnet
mit dem Superbee Limiter; im Vergleich zum Zeitpunkt ¢ = 0.5 (Abbildung [20| sind die
Oszillationen fast nicht mehr vorhanden. Die anderen Limiter zeigen bei ¢ = 1 noch
geringere Oszillationen oder gar keine.

5 Schlussfolgerungen

Es gibt drei klare Trends fiir Simulationen, die Reflexionen mit ,,Limited Slopes* Metho-
den berechnen:

1. Je besser die numerischen Methoden in der Lage sind, den unstetigen Anderun-
gen im Verlauf der Zustandsgréfien Dichte p, Geschwindigkeit v und Druck p zu
folgen, desto stérker sind die Oszillationen nach der Reflexion. So zeigen zum Bei-
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spiel das Upwind Verfahren erster Ordnung oder der Minmod Limiter iiberhaupt
keine Oszillationen, wiahrend der Superbee Limiter besonders starke zeigt. Beson-
ders deutlich wird der Zusammenhang beim anpassbaren Limiter. Lisst man den
Parameter p von 1 (Minmod) bis 2 (Superbee) laufen kann die numerische Losung
einerseits immer besser dem , kantigen“ Verlauf der hochauflésenden Losung folgen
doch andererseits wachsen die Oszillationen von ,, gar nicht vorhanden® bei p = 1
bis zu den stérksten aller benutzter Limiter bei p = 2 an.

2. Wird die Zahl der Gitterzellen bzw. die Gitterauflésung erhoht, werden die Ampli-
tuden der Ostzillationen immer kleiner und sie raumlich auf einen kleineren Bereich
beschriankt. Es ist moglich durch eine entsprechende Erhchung der Gitterzellen die
Ostzillationen ganz verschwinden zu lassen. Dabei gilt: Je kleiner die Oszillatio-
nen sind desto geringer muss die Anzahl der Gitterzellen gewédhlt werden um sie
verschwinden zu lassen.

3. Einige Zeit nach der Reflexion verschwinden die dabei entstandenen Oszillatio-
nen wieder. Diese Zeit entspricht bei denen in dieser Studienarbeit gewiahlten An-
fangsbedingungen etwas mehr als einem halben Durchlauf des Schocks durch das
Stofirohr

Daraus ldsst sich Folgendes ableiten:

1. Will man die nach der Reflexion auftretenden Oszillationen ganz vermeiden, muss
man Limiter wihlen, die weiche Ubergange in den Lésungen produzieren, wie zum
Beispiel der Minmod Limiter. Bei Problemen wie Schocks in denen starke Unstetig-
keiten und vorkommen, fiithrt das zu schlechteren Ergebnissen als bei Limitern die
besonders harte Uberginge in den Losungen erzeugen. Man muss deswegen aber
bei der Simulation von Schocks nicht vom MUSCL Schema mit Minmod limited
Slopes abraten, da es immer noch deutlich bessere Ergebnisse als zum Beispiel das
einfache Upwind-Verfahren liefert.

2. Man kann zwar bei den Limitern die hirtere Uberginge als Minmod erzeugen
durch eine groflere Zahl von Gitterzellen die Reflexionsoszillationen verkleinern,
allerdings ist das fiir viele reale Anwendungen keine gute Herangehensweise. Bei
diesen wird immer versucht mit so wenig Gitterzellen wie moglich zu arbeiten um
den Rechenaufwand klein zu halten. Wenn man allerdings sowieso mit hoher Git-
terauflssung arbeitet, kann man auch Limiter benutzen, die unstetigen Ubergingen
besser folgen kénnen.

3. Da die unphysikalischen Oszillationen, die nach der Reflexion auftreten, vom MUSCL
Verfahren nach einiger Zeit wieder weggeddmpft werden, muss auf diese keine Riick-
sicht genommen werden, wenn man nur an Ergebnissen lange nach einer Reflexion
interessiert ist. Man kann also in diesem Fall auch Limiter benutzen, die harte
Ubergiinge in den Losungen gut berechnen, auch wenn sie starke Oszillationen ver-
ursachen, da auch diese nach einer gewissen Zeit vollstandig weggeddmpft werden.
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